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基于共模电感的犚犔犆电路非线性动力学研究

苏　籍，白在桥
（北京师范大学 物理学系，北京１００８７５）

　　摘　要：基于共模电感搭建了非线性犚犔犆电路，该电路的非线性来自共模电感的饱和与磁滞特性．通过调节驱动

信号的幅度或频率，电路表现出倍周期分岔、阵发、激变和多吸引子共存等丰富的动力学现象．建立了简化的共模电感

模型，发现忽略共模电感的磁滞，该电路可以用含周期驱动项的二阶常微分方程描述．数值模拟仿真结果表明：基于该

简化模型，可以复现绝大部分实验现象．
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　　非线性动力学研究兴起于上世纪６０年代，从

研究对象和方法上扩展了当代物理学的内容，并

从观念上改变了人们对经典物理决定论的认识．

将非线性动力学实验引入基础物理实验教学，可

以引导学生从动力学的角度认识物理系统，激发

学生探索自然规律的兴趣．由于课时和背景知识

的限制，这类实验的教学目标应为使学生认识典

型的非线性动力学现象和规律，并了解动力学的

研究方法．

非线性动力学的研究对象具有普适性，在不

同的物理体系中都有体现．相比于力学系统，电

学系统（混沌电路）具有稳定性好、时间尺度短、便

于调节控制参量和数据采集等优点，在非线性动

力学实验研究中具有更高的可行性．最早验证费

根鲍姆关于倍周期分岔通往混沌道路普适性的实

验就是在非线性电路上完成的［１］，该电路采用变

容二极管作为非线性元件．基于非线性电阻的蔡

氏电路（Ｃｈｕａ’ｓｃｉｒｃｕｉｔ）则被广泛应用于科研和

教学中［２］．关于混沌电路的详细介绍可以参考文

献［３７］．

上世纪９０年代北京师范大学在本科教学中

引入非线性动力学实验，其中包括以磁环电感作

为非线性元件的混沌电路［８１０］．该电路含有３个

绕组的特制变压器，在电路中３个绕组分别接成

直流偏置、无源犚犔犆振子和驱动犚犔犆振子，如图

１所示．选择合适的参量，通过这个电路可以观

察到通过倍周期分岔到混沌的过程．

图１　含有３个绕组的变压器非线性电路

本文对该混沌电路进行改进：１）简化电路，省

去无源犚犔犆振子部分，同时使用商品共模电感替

代特制变压器，便于在教学中推广；２）对电路进行

数学建模，该模型可以复现大部分实验现象，从而

加深学生对混沌电路原理的理解．

除了倍周期分岔和混沌，改进的电路还可以

出现阵发、激变、多吸引子共存等动力学现象，可

以更好地应用于基础物理实验教学．



１　实验装置

１．１　共模电感

共模电感本质为１∶１的变压器，如图２所

示，常用于滤除电源线的共模干扰．由于一次和

二次绕组的匝数相同，磁场强度犎 正比流过２个

绕组的电流的代数和，即

犐（狋）＝犐１（狋）＋犐２（狋）， （１）

根据电磁感应原理，忽略漏磁，２个绕组的电压为

狌１（狋）＝狌２（狋）＝
ｄΦ（狋）

ｄ狋
， （２）

其中，Φ（狋）为绕组的总磁通量，等于磁环的磁通量

与绕组匝数的乘积．对于线性电感，在任意时刻

Φ和犐都成正比，即Φ（狋）＝犕犐（狋），根据式（１）和

式（２），可以得到

狌１（狋）＝狌２（狋）＝犕
ｄ犐１（狋）

ｄ狋
＋犕

ｄ犐２（狋）

ｄ狋
， （３）

其中，比例系数犕 为每个绕组的自感量或它们之

间的互感量（忽略漏磁，则二者相等）．但实际磁

环材料存在饱和与磁滞现象，这是共模电感元件

非线性的来源．值得注意的是，磁滞现象意味着

Φ（狋）与犐在狋时刻之前的变化历史有关，一般不

能写成犐（狋）的单值函数．

图２　共模电感电路

在一次绕组中通入交流周期电流犐１（狋），测量

二次绕组的开路电压狌２（狋），采用傅里叶变换计算

其积分得到Φ（狋）．图３所示为不同电流幅度 （频

率为７５０Ｈｚ）的７条实测Φ犐关系曲线．

图３　实测共模电感特性（插图为曲线局部放大图）

　　这些曲线经过适当的标度后就是磁环材料的

磁滞回线［１１］．从图３中可以看出磁滞回线很窄，

表明磁环为软磁材料，而且 ｍＡ量级的电流可以

产生明显的饱和现象［作为滤波元件时，犐１（狋）和

犐２（狋）基本反相，犐（狋）很小］．

１．２　实验电路

改进的实验电路如图４所示，其中，犈１ 为直

流电源，犈１／犚１称为偏置电流；犈２ 为正弦信号发生

器，输出波形为激励信号，其峰峰值记为犞ｐｐ．为

了减小信号发生器的输出阻抗，激励信号需要经

过功率放大器（图中未画）再接入电路．

图４　非线性犚犔犆电路

实验中，用示波器通道１观察犚２ 两端的电压

狏２（狋）（与回路电流成正比），通道２观察一次绕组

的感应电压狌１（狋）．在不严格的意义下，下文称用

犡犢方式显示的曲线为轨迹图．

２　实验现象与分析

　　典型非线性动力学现象具有结构稳定性，因

此电路元件取值（在一定范围内）并不影响实验效

果．本节实验现象是在犚１＝１０ｋΩ，犚２＝４．１Ω，

犆＝９．４μＦ，犈１＝２４Ｖ，犳＝７５０Ｈｚ时得到的．逐

渐升高犞ｐｐ，系统会表现出与一维ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射相

似的混沌带与周期窗口相互嵌套的复杂结构［１２］．

图５所示为有代表性的轨迹图（图５由示波器保

存的数据绘制）．

２．１　通过倍周期分岔达到混沌

电阻和磁环（由于存在磁滞）都会把电能转换

为热能，因此本实验电路是耗散系统．倍周期分

岔是耗散系统中最常见的通往混沌的道路，

图５（ａ）～（ｆ）体现了该过程．理论上倍周期分岔

可以一直进行下去，由于信号源调节以及数据采

集的精度有限，再加上电路噪声的影响，实验上只

看到了４次倍周期分岔．
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　（ａ）犞ｐｐ＝１６７ｍＶ，１周期　　（ｂ）犞ｐｐ＝２５４ｍＶ，２周期　　（ｃ）犞ｐｐ＝５２１ｍＶ，４周期　 （ｄ）犞ｐｐ＝５３４ｍＶ，８周期

（ｅ）犞ｐｐ＝５３７ｍＶ，１６周期　　（ｆ）犞ｐｐ＝５４０ｍＶ，混沌 　　（ｇ）犞ｐｐ＝５９３ｍＶ，５周期　　（ｈ）犞ｐｐ＝６５６ｍＶ，３周期

（ｉ）犞ｐｐ＝６８６ｍＶ，３２周期　 　（ｊ）犞ｐｐ＝７６９ｍＶ，５周期　　　 （ｋ）犞ｐｐ＝８２７ｍＶ，混沌　　　（ｌ）犞ｐｐ＝８２８ｍＶ，１周期

图５　不同犞ｐｐ下的轨迹图

２．２　周期窗口

继续增大犞ｐｐ，电路出现一系列稳定的周期

轨道，如图５（ｇ）～（ｊ）所示．实验上可以找到周期

数从３到１０（相对驱动信号周期）的初级（不是某

个倍周期分岔的产物）周期轨道．相反，每条初级

周期轨道都会随着犞ｐｐ的增大而发生倍周期分

岔，从而形成一段规则运动的窗口．相邻的初级

周期窗口之间为混沌带．

图５（ｇ）和５（ｊ）都是５周期轨道，但是这２条

轨道的特征存在明显区别：前者的狏２ 在１个周期

内出现了３个正向大尖峰和１个负向尖峰，而后

者有４个正向尖峰和３个反向尖峰，具体如图６

所示．

表１为部分代表性轨道以及特征．表１中

狀２
犿 表示初级狀周期轨道经过犿 次倍周期分岔

后的轨道．

（ａ）犞ｐｐ＝５９３ｍＶ

（ｂ）犞ｐｐ＝７６９ｍＶ

图６　２条不同的５周期轨道
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表１　部分代表性轨道及特征（犳＝７５０犎狕）

轨道周期 犞ｐｐ／ｍＶ 特征

１ １６７

１２ ２５４

１４ ５２１ 倍周期分岔

１８ ５３４

１１６ ５３７

混沌 ５４０ 混沌

６ ５５０

６２ ５５２
周期窗口

５ ５９３

５２ ５９８

３ ６５６

３２ ６８６ 范围较宽的周期窗口

３４ ７１５

４ ７３５

４２ ７５９

５ ７６９

６ ７８６
周期窗口

７ ７９６

８ ８０３

９ ８０８

１０ ８１１

混沌 ８２７ 阵发

１ ８２８ 周期

２．３　阵发

当犞ｐｐ不断增加，系统最终会归于如图５（ｌ）

所示的１周期轨道．此时如果降低犞ｐｐ，系统会连

续返回如图５（ｋ）所示的混沌状态．这里从规则

变化到混沌的过程是通过阵发实现的．阵发的特

点是大部分时间轨道看起来是规则的，但偶尔会

插入一段不规则的运动，如图７所示．

图７　阵发轨道的电流波形（犞ｐｐ＝８２７ｍＶ）

随着犞ｐｐ趋向临界值，规则片段（图７插图）

的长度趋于无穷，最终回到周期轨道．事实上，每

条初级周期轨道都是通过阵发的形式从混沌带的

边缘产生，其中最后的阵发过程最为明显．

２．４　激变

激变是有别于倍周期和阵发的另一种常见的

通往混沌的道路［１３］．激变的含义：在参量接近阈

值之前，系统处于混沌状态，而超过阈值后，原来

的混沌轨道成为瞬态，最终会离开该区域，进入相

空间的另一部分．与阵发不同的是，激变属于全

局分岔，当扫描参量接近突变点时，激变的轨道一

直保持无规则状态，不会出现长时间的规则片段．

在犈１＝１２Ｖ，犳＝６５０Ｈｚ时可观察到激变现

象．逐渐增加犞ｐｐ，在犞ｐｐ＝６３６ｍＶ时系统还处于

混沌状态，如图８和９（ａ）所示．当犞ｐｐ＝６３７ｍＶ

时，吸引子突变为周期轨道，如图９（ｂ）所示，表明

犞ｐｐ在６３６～６３７ｍＶ之间，电路发生了激变．此

外，当犞ｐｐ超过临界值到达周期轨道之后，再逐渐

减小犞ｐｐ，由上向下经过突变点，周期轨道并不会

立即变成混沌轨道，即激变是不可逆的．继续减

小犞ｐｐ，周期轨道可以保持到犞ｐｐ＝６１０ｍＶ，然后

在犞ｐｐ＝６０９ｍＶ时突变为混沌轨道，时间波形图

和轨迹图与图８和图９（ａ）相似．

图８　激变前的混沌轨道（犞ｐｐ＝６３６ｍＶ）

（ａ）犞ｐｐ＝６３６ｍＶ
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（ｂ）犞ｐｐ＝６３７ｍＶ

图９　激变前后的轨迹图

根据上述现象可以推出：如果犞ｐｐ在６１０～

６３６ｍＶ之间，电路存在２个稳定状态（吸引子）：

周期轨道和混沌吸引子．事实上，如果施加扰动

（例如关闭信号源再迅速打开），可以让电路稳态

以一定概率在这２个吸引子之间跳转．多吸引子

同存是非线性系统中的常见现象．

最后需要说明的是，如果犞ｐｐ保持合适取值，

连续降低激励信号的频率，也可以出现类似的分

岔和突变现象．

３　理论分析

３．１　数学建模

共模电感的非线性来自磁芯的饱和与磁滞．

磁滞现象是众多磁畴运动的整体效应，要精确描

述其特性很困难．由于磁滞回线很窄，忽略磁滞，

只考虑饱和，发现用Φ＝Φ０犳
犐
犐（ ）０ 可以较好地描

述Φ与犐的整体关系，如图１０所示，插图为局部

放大图，其中函数

犳（狕）＝
狕

１＋狕槡
２
＋β狕， （４）

系数犐０＝４．４ｍＡ，Φ０＝１７０．４μＷｂ，β＝０．０００７，

狕＝
犐
犐０
为无量纲化的电流．注意犔０＝

Φ０
犐０
≈３９ｍＨ

为小电流时的电感量，略大于元件标称值．

下面基于简化的共模电感模型分析电路．为

方便起见，首先进行无量纲化［１４］，取犐０＝Φ０＝

犆＝１，因此电压和角频率为

犝０＝
Φ０犐０

槡犆 ＝０．２８Ｖ，

ω０＝
犐０

Φ０槡犆
＝

１

犔０槡 犆
＝１．６３×１０３ｒａｄ／ｓ，

其中１／ω０ 为时间的单位，电阻为

图１０　实验与拟合的磁通量与电流关系

犚０＝
Φ０
犐０槡犆

＝
犝０
犐０
＝６４Ω．

先分析一次绕组所在的回路．由于犈１ 比绕

组的感应电压大１个数量级，犐１ 的变化量很小，

可以看作常量．注意，２．４ｍＡ的偏置电流在自然

单位下等于犐１＝
２．４ｍＡ

犐０
＝０．５５．

对于二次绕组所在的回路，令狓（狋）为狋时刻

电容器两端的电压，则狓（狋）为狋时刻二次绕组回

路的电流．由基尔霍夫电压定律可得

狓＋犚２狓＋
ｄ犳（狓＋犐１）

ｄ狋
＝犃ｓｉｎ（ω狋）， （５）

其中，犃和ω 分别为驱动信号的振幅和角频率．

自然单位下为犚２＝
４．１Ω
犚０

＝０．０６４，７５０Ｈｚ的驱

动频率相当于ω＝
２π×７５０Ｈｚ

ω０
＝２．８８．

进一步简化，由于｜β｜１，直接取β＝０．定义

狔≡犳（狓＋犐１）为磁通量，式（５）可改写为

　狓＝
狔

１－狔槡
２
－Δ

狔＝犃ｓｉｎ（ω狋）－狓－ν
烅

烄

烆 狓

， （６）

其中，Δ≡犐１，ν≡犚２．式（６）即为描述电路的简化

微分方程．

３．２　模拟结果及分析

为了与图５和表１的结果对比，在数值模拟

中取Δ＝０．５５，ω＝２．８８．考虑到磁滞损耗以及功

率放大器的输出阻抗，ν略微高估为０．１，犃 为可

调整参量．注意与犃等效的犞ｐｐ表示为

犞ｐｐ＝２犃犝０． （７）

对式（６）用４阶龙格库塔法进行数值积分，可以模

拟出与实验观测类似的动力学行为，如图１１和表

２所示．为了方便与图５对比，图１１的横纵坐标
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分别是狓（通过电容器的电流）和狔（绕组的感应

电压）．可以看出，系统从一开始也是经过倍周期

分岔进入混沌状态．而且在混沌带中存在３，４，５，

６，７…等周期窗口，每个周期窗口中可以观察到倍

周期分岔；最后也是通过阵发的形式变成１周期

轨道．

　 （ａ）犃＝０．６００，１周期　　　 （ｂ）犃＝０．６２０，２周期　　　 （ｃ）犃＝０．７５５，４周期　　　（ｄ）犃＝０．７９４，８周期

　 （ｅ）犃＝０．８０３，１６周期　　　 （ｆ）犃＝０．８１２，混沌　　　　（ｇ）犃＝１．０１０，５周期　　　（ｈ）犃＝１．１７４，３周期

　（ｉ）犃＝１．２４０，３２周期　　　（ｊ）犃＝１．４５０，５周期　　　 （ｋ）犃＝１．５３０，混沌　　 　（ｌ）犃＝１．５７０，１周期

图１１　不同驱动信号幅度下简化模型的轨迹图

表２　简化模型代表性轨道及特征

周期 犃 犞ｐｐ／ｍＶ 特征 周期 犃 犞ｐｐ／ｍＶ 特征

１ ０．６００ ３３６ 周期

２ ０．６２０ ３４７

２２ ０．７５５ ４２３
倍周期分岔

２４ ０．７９４ ４４５

２８ ０．８０３ ４５０

混沌 ０．８１２ ４５５ 混沌

８ ０．９２０ ５１５

７ ０．９４７ ５３０

７２ ０．９４９ ５３１
周期窗口

５ １．０１０ ５６６

５２ １．０２５ ５７４

５４ １．０３０ ５７７

３ １．１７４ ６５８
范围较宽的

３２ １．２４０ ６９４
周期窗口

３４ １．２４４ ６９７

３８ １．２４６ ６９８

４ １．３７０ ７６７

４２ １．３９０ ７７８

５ １．４５０ ８１２
周期窗口

６ １．４８５ ８３２

７ １．５０７ ８４４

８ １．５２０ ８５１

混沌 １．５３０ ８５７ 阵发

１ １．５７０ ８７９ 周期

８１ 　　　　　　　　　 物　理　实　验 第４２卷



　　模型与实验最明显的区别是：随着犞ｐｐ增大，

模型中的１周期轨道经过了１次突变（失稳）直

接跳到２周期轨道，中间并没有发生倍周期分岔．

然后从２周期轨道开始，发生了通过倍周期分岔

到混沌的转变．实验上，虽然开始的２周期轨道

［图５（ｂ）］和４周期轨道［图５（ｃ）］的形态相差很

大，但在连续改变犞ｐｐ的过程中，轨道的形态变化

是平滑且可逆的．另外，对比表１和表２，可以发

现模型和实验中相同动力学现象对应的参量值也

存在差距．但是模型可以复现大部分实验中发现

的动力学现象．这表明仅考虑共模电感的饱和行

为就可以解释电路的主要非线性动力学行为．

４　结束语

本文对包含非线性电感的混沌电路进行了简

化，并根据实测数据对电路进行了简化建模．实

验发现，通过调节激励幅度或频率，该电路可以产

生倍周期分岔、混沌带中周期窗口、阵发、激变与

多吸引子共存等典型的非线性动力学现象．而数

值仿真也发现忽略磁滞效应的简化模型可以复现

大部分实验现象．该电路结构简单，制作成本低，

易于在教学中使用，且动力学现象丰富，教学内容

选择自由度大，可以作为大学物理实验中的犚犔犆

串联谐振电路的自然推广．
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