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摘要：提出了基于对光弹颗粒的应力光图进行加载点至圆心的线扫描以测接触力大小的办法.在正交圆偏振光 

场中获取了光弹颗粒的应力光图的等差条纹图案后，通过数字图像的处理，获取颗粒模型边界，得到颗粒圆心，半径等信 

息.并从应力光图的平方灰度梯度分布图出发，提出一种能够自动检测颗粒的接触点位置信息的方法.由多点加载的二 

维圆盘颗粒的光弹性原理,结合接触点位置信息，在力范围内，模拟得到每一种的接触力情况的每一加载点至圆心连线 

光强灰度变化.将其与实验光强结果对比，可反推出颗粒接触力的大小.

关键词光弹性颗粒；多点加载颗粒;光弹测力；数字图像处理

中图分类号：O347. 7；O436. 1 文献标识码:A DOI：10. 19655/j. cnki. 1005-4642. 2020. 04. 010

光弹性效应E在研究颗粒物质也具有很大的 

意义.采用光弹性研究二维颗粒，可通过拍摄光 

弹性颗粒上的全场光强分布，从而获取颗粒在偏 

振光场中的干涉条纹分布图，即应力光图.应力 

光图反映了二维颗粒的应力分布.通过应力光图 

反应的应力分布，可能反推岀颗粒边界上的接触 

力大小.数字图像的处理〔刈与二维颗粒的光弹 

性理论相结合，通过应力光图获知加载力大小及 

颗粒接触点位置等信息.光弹性理论的难点在于 

光弹性模型的应力分布的求解⑷.对于两点对心 

对称加载颗粒卩门的理论已经有较为全面的研究. 

而要处理颗粒的多点不对称接触的复杂情况，则 

需要更加完善的多点接触圆盘理论皆

杜克大学Behringer等，用光弹颗粒实验探 

究了力网、力的概率分布、颗粒物质的堵塞态和堵 

塞转变等问题*呵，包括使用对颗粒的应力光图的 

等差条纹图进行非线性最小二乘法拟合获取颗粒 

的加载力大小的方法，但该方法是对每个颗粒的 

全场光强进行拟合，在应用中有较大的运算量，且 

只有当3维圆柱颗粒的接触方式接近线接触时才 

较为实用，其对实验拍摄的应力光图的精度要求 

也较高.基于平均平方灰度梯度获取平均接触 

力 的经验方法，在处理大量颗粒平均接触力 

时较为适用，但它不能得到颗粒上各个加载点的 

精确的加载力大小，只能获得颗粒接触力的平均 

值.通过对颗粒进行阈值切割从而实现几何形态 

学操作的方法可以获取颗粒圆心位置、大小、接触 

点 .然而这种方法检测接触点时，存在拍摄 

角度、图像识别精度等问题，可能会把2个靠得很 

近却不接触的颗粒识别为相互接触.这样在计算 

平均接触力时,由于接触点的数目的误判，会带来 

平均接触力大小的判断错误.另外对于单个颗 

粒，或者颗粒堆边缘处的颗粒，要通过该方法获取 

接触点位置也是不可能的.

为了解决颗粒阈值切割寻找接触点的位置岀 

现误判，并能寻找边缘处颗粒或者单个颗粒的接 

触点位置，需要一种新的寻找接触点方法.而为 

了解决对颗粒的全场光强进行的非线性拟合方法 

运行慢、依赖线接触方式的问题，考虑对颗粒全场 

光强的拟合转换为对颗粒上几条连线的光强进行 

拟合，即对颗粒的应力光图进行线扫描.

1二维多点加载的颗粒的光弹性原理

光弹性实验光路如图1所示，在正交圆偏光 

场中，对于半径为R的二维光弹性材料的颗粒圆 

盘,存在厚度的三维圆柱，在其圆边界处若存在点 
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加载的载荷，由于光弹性材料的暂时双折射效应, 

会岀现明暗分布的等差条纹.条纹的光强⑴为

1= Esin = Isin? （N兀）， （1）

其中，1”为光源光强，为某处光弹性材料的相 

位，N为条纹级数，对于整数级的条纹，如N =0, 

1,2,…，光强I为0.又比如当1=1/2时对应的 

条纹级数为N=1/4,3/4,5/4,…

光弹性颗粒上每个位置的相位都由其应力分 

布得到，即二维应力光学定理： 

d=2兀（（一02））/f, （2）

其中（（一①）,和f分别为主应力差、模型厚度 

和材料条纹值.

慢轴45。快轴
快轴亠艸

显示屏
；1/4玻片 

起偏器

! 1/4玻片 1
光弹颗粒 检偏镜

图1光弹性实验光路图

要求得光弹性颗粒光强的分布，还需要求岀 

多点加载时颗粒圆盘各处的主应力差（6 —①）. 

求岀单点载荷在圆盘上的应力分布，通过应力的 

叠加原理，即可得到多点加载的圆盘的应力分布.

如图2所示，对于过颗粒模型圆心的加载力 

F,要求它在圆盘上产生的应力分布，可以建立以 

加载点为原心的坐标系Oi,以及在圆心处建立的 

直角坐标系O. Oi坐标系y轴与O坐标系的;y 

轴夹角为a,在圆心坐标O中，圆盘上任意一点坐

图2与O坐标系的，轴夹角为a的力作用 

在颗粒模型上的示意图

同时，P点也可在O1坐标系下的坐标可表示 

为（（,），在。坐标系中可给出力F在y轴的 

正半平面中的应力函数⑺为

一
<P= 一 sin ft. （3）

为了方便应力叠加，将应力函数在O坐标系 

中表示.坐标系O的可由坐标系0先通过平移 

距离再逆时针旋转°变换而来,由几何关系

n

ft

x/R? + ,+2Rcos ((+a),

arctan
sin ( (+ a)

R+ ((+ a)」

(4)

则坐标系O下的F产生的应力函数写为

一 "in Wn rsin ( (+ a)
R+cos ((+a)」

（5） 

应力张量可以由应力函数⑷表达为

10 + 1 O ① 
r dr 3ff

0 [丄匹
3r[ r dQ

①#,)
h兀

J

如图3所示，现在考虑有i个点加载力作用 

在圆盘上，若考虑在颗粒圆盘边界处的加载均为 

无摩擦的对心点加载，现考虑这i个点加载力半 

平面的应力叠加近似为圆盘上的应力分布，其表 

达式为

". （7）
i L% W」彳

由于主应力差为

6 - a = \/（（”一 60） + 4務, （8）

即可由此得到颗粒圆盘的光强分布.虽然是近似 

结果，在模拟中发现其完全能够满足实验的要求.

图3多个力（H ,鸟，尺，…，F；）作用在颗粒上的示意图

2加载实验装置

为搭建多点加载颗粒的实验装置如图4所 

示，可先设计所需的具有不同加载点位置的加载 
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装置的模型，并使用3D打印机打印制作，安装螺 

旋微分头.为了能够实现在颗粒上进行多点加 

载，同时也能够检测岀加载力的大小，需要在螺旋 

微分头与颗粒圆盘之间放置力传感器.要使力传 

感器的检测头能与螺旋微分头之间不岀现相对滑 

动，还需要使用3D打印制作小的力传感盒来固 

定测微头与应力检测头的相对位置.搭建正交圆 

偏光场，需要打印能搭载偏振片和1/4玻片的装 

置，该装置应能实现玻片与偏振片的在一定角度 

范围内的旋转，以方便调节得到正交圆偏光场. 

另外由于显示屏上已有偏振膜，所以不用再添加 

起偏镜，仅需要旋转调节1/4玻片与检偏镜即可 

得到正交圆偏光场.

图4实验装置搭建与加载装置示意图

制作光弹颗粒时，可先使用3D打印机打印 

凹形圆柱硅胶模具的模具，由于打印精度的问题， 

在模具圆面会有一定程度的粗糙，可使用细砂纸 

将其打磨平整.使用硅胶浇筑，得到光弹性材料 

的硅胶模具.另外，为了制作能在力传感器的检 

测范围内有丰富图案变化的光弹性颗粒，可调试 

需要的比例，将环氧树脂的软胶和硬胶按需求进 

行混合，可浇筑得到不同材料条纹值的颗粒试件.

3对颗粒应力光图的数字图像处理

3.1颗粒圆盘的边界、圆心、半径的提取

获得颗粒实验的应力光图如图5(a)所示，可 

以发现，由于二维颗粒存在一定厚度，对环境光源 

有折反射，在颗粒边界处，也有一定的光强.可通 

过简单的阈值二值化［图5(b)、闭操作以及填充 

操作获得颗粒圆盘的范围［图5(c).

对颗粒圆盘范围图5(c)进行遍历，可以确定 

颗粒圆盘范围内的像素点，通过质心公式得到圆 

盘圆心.统计模型范围内像素点数，即可用圆面 

积公式得到圆盘的半径.如此将颗粒圆盘的 

边界抽象为圆.

(a)实验颗粒应力光图

(c)闭操作及填充操作得到颗粒形态矩阵 

图5颗粒圆盘的边界、圆心和半径的提取

3.2边界圆模板寻找加载点位置的方法

当处理多颗粒接触问题时，可直接采用阈值 

分割的方法对颗粒几何形态学操作获取颗粒的边 

界，对2个颗粒边界相切的位置即可直接判断为 

接触点位置 .然而这种方法检测接触点时， 

存在拍摄角度、光照、图像识别精度等问题，会把 

2个靠得很近却不接触的颗粒识别为相互接触. 

另外有一种情况，虽然颗粒接触但却没有接触力 

存在，这样把它判断为接触也是不合适的.

本文提岀直接通过边界圆模板寻找加载点位 

置的方法.直观观测得知，接触点的位置即条纹 

产生的位置，高级条纹在接触点附近密集，于是其 

位置对应的像素灰度梯度方就较大，相反地，其他 

区域的灰度梯度方较小.如图6(a),图片某一像 

素点1“的灰度梯度方 可由其8个邻域像素 

点及其自身的光强定义为
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(9)

得到颗粒的应力光图的灰度梯度方分布图如 

图6(b)所示.设置圆形模板a,其圆心在模型圆 

盘的边界上，半径为R/3,模板圆心与颗粒圆盘圆 

心的连线与工轴的角设为9.对模板与颗粒圆盘 

的重合范围内像素点的灰度梯度方做累加得到

h= 7 I r，即可得到Hge的关系图
Q

像，用Matlab的Smooth函数的移动平均法对曲 

线平滑处理，如图6(c)曲线的峰值对应的e即对 

应的接触点的位置.需要注意的是，模板半径的

(a)计算像素点的平方灰度梯度

口P~1
pg口

L_l

厶-1J+1 □ Z+ij+i 1

(b)实验的灰度梯度方分布图

(c)模板内H与0的关系图像

图6边界圆模板寻找加载点位置的方法

选取具有一定的经验性，原则上应越小越好.但 

实际选取时通常和颗粒的硬度有关，当颗粒越硬， 

颗粒之间的接触越接近点接触，这时模板半径可 

选取较小.颗粒模型内条纹过于密集时，模型内 

各处的灰度梯度都很大，加载点处附近的像素点 

的灰度梯度不再占有优势，这种方法不够适用. 

不过对于在处理一般加载颗粒的情况，还是足够 

适用的.

在处理接触点位置时，发现单单使用边界圆 

模板法得到接触点位置有时会有1°〜4。的不确定 

度，而接触位置的误差可能会影响最后处理得到 

的加载力大小，所以，若颗粒数较多时，采用边界 

圆模板法与阈值切割法“⑵相结合的方法，先采 

用边界圆模板法获得加载点的初步位置，再对应 

阈值分割法得到的精确位置，如此可结合2种方 

法的优势，既不岀现对接触点的误判，也能保证接 

触点位置的精度.处理单个颗粒或者少量的边缘 

处的颗粒时，若想获得更精确的加载点位置，则需 

要让边界圆模板法获得的结果再经过人为检验来 

确定更精确的加载点位置.

4线扫描光强拟合确定接触力的方法

通过3. 2的方法获取得到加载点位置后，通 

过加载圆盘的应力分布的理论可知圆盘内的光强 

的分布，从而由光强的变化反推岀加载力的情况. 

然而，对于颗粒的应力光图，若使用该颗粒全场应 

力光图作拟合，计算量与误差都很大.接下来只 

考虑每个加载点到圆心的连线上的光强变化.

4. 1离散坐标系下直线的确定

由于图片是离散的像素点的灰度值矩阵，要 

得到加载点到圆心2个像素点的连线的灰度变 

化，先确定哪些像素点属于在离散的坐标系中2 

个像素点之间的“连线”，“连线”实际上是一系列 

的像素点.为得到两像素点之间“连线”，可参考 

Bresenham算法口辽该算法虽然可以得到2个像 

素点之间的“连线”,但得到的“连线”的“长度”，即 

找到的像素点的个数，在两像素点所在直线的斜 

率为非零有限值时并不合适.因为颗粒为圆形， 

那么加载点到圆心2个像素点距离的定义应该按 

照欧氏距离来定义才较为合理，比如，起点像素点 

坐标为(10,5),终点像素点坐标为(40,45)时，“连 

线”像素点个数按照欧氏距离的定义应该为50个 

或接近50个，然而使用Bresenham算法得到的 
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“连线”的“长度”为30个或40个.

为了解决这个问题，提岀了像素点的逐步行 

进的方法，如图7所示，从起点像素点开始，对当 

前像素点十字4邻域的像素点进行判断，判断满 

足以下2个标准的像素点则为下一步需要走的像 

素点：1)该像素点与起终点之间的理论直线的点 

线距离最短；2)该像素点与终点的直线距离最短. 

注意，如在像素点的十字4邻域中，某一点为已经 

走过的点，则需要在判断时将其略去，这样逐步行 

进，即可遍历2个像素点在二维离散坐标系下的 

“连线”所对应的像素点，获得连线的光强变化. 

另外，之所以不以像素点的8邻域进行判断是由 

于使用8邻域判断岀来的两点间“连线”的长度与 

实际长度也有较大的误差，这也是离散坐标系的 

对于长度的定义与连续坐标系的差异之处.

4.2线扫描光强变化拟合法

获取了加载点到圆心连线上的灰度变化如图 

8所示，连线上像素点到圆心的距离d =R—可 

以观察到，灰度变化曲线起伏成峰，在接近加载点 

位置(左)峰比较密集，在靠近颗粒圆心的位置，峰 

较为稀疏，实际上这些峰正是反映了连线上各级 

应力条纹的位置及条纹宽度.这样，可以通过与 

理论对比的结果来反推加载力的大小.对比实验 

中加载点到圆心连线灰度变化的峰的位置与理论 

的峰的位置，可以观察知道由于在峰谷与峰顶位 

置灰度变化不够平滑，原因是存在噪声的起伏 . 

由此，以较为平滑的腰的位置来确定峰的位置 . 

图片为0〜255的灰度级图片，若以1=1”/2的光 

强来决定腰的位置，即以灰度级127确定腰的位 

置.另外，灰度级变化以像素点位置离散，如一像 

素点灰度级为123,下一像素点灰度级为130,在 

这2个像素点之间，要找灰度级为127对应的位 

置则需以插值法进行插值找根，由于实验图像精 

度足够，2个像素点之间直接采用线性插值即可.

值得注意的是，这样处理往往只能得到连线 

上靠近圆心的一些级数较低的峰的腰的位置.这 

是因为实验中由于颗粒模型存在厚度，发生光的 

折射，加载点附近的峰的暗条纹不够明显，以及拍 

摄角度问题，在颗粒边界光强附近会有较大的误 

差.但同样由于在接触点附近的条纹均为高级条 

纹，且理论的灰度变化在靠近加载点附近也奇异 ， 

对寻找接触力意义不大.在处理时往往只处理低 

级的条纹，这是可以接受的，且无法避免.如此获 

取了实验的加载点到圆心连线灰度变化的峰的腰 

的位置后，这些位置相当1组描述峰的腰的位置 

的数组向量.有几个加载点就会有几个这样的向 

量，将其定义为s(i),i表示对应的加载点.同样 

的，由颗粒的多点加载光弹性理论，在加载情况 

下，也可从理论上得到描述加载点到圆心的连线 

灰度峰的腰的位置的向量.理论得到的向量的维 

数往往比实验得到的向量的维数要多，这是由于 

由理论可直接得到更多高级的条纹峰的腰的位 

置.但是在对比理论和实验的峰腰位置向量时， 

需要将理论的向量的维数截取到与实验的向量维 

数一致，相当舍弃掉了高级条纹，将这样处理后得 

到的峰腰位置向量定义为w((, FJ，代表对应的 

加载点，F；为第i个加载点的加载力.

要反推岀加载点的加载力大小，接下来让加 

载点的加载力F；在某范围内变化,计算出每种加 

载力大小的峰腰的位置数组向量，即计算岀一系 

列的w((,F；),减去实验对应加载点的峰腰位置 

向量w((),再取其模方，即得到了第i个加载点 

理论的加载力与实验的差值的平方.而每个加载 

点在某一加载力下都能得到这样的差值方，对于 
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一种加载情况，以加载点的加载力大小为索引，可 

建立对应不同加载情况理论与实验的差值方的i 

个维度矩阵C,其矩阵的矩阵元表示为C(Fi,E, 

F3，…，FJ ,代表第i个加载点，尺为第i个加载 

点的加载力，对其数学定义为

= 7 丨 b((,f；)— s(o r.

(10)

比如加载点数3,每个加载点的加载力的变 

化以1N为步长，且F V[10,30],那么矩阵C为 

20X20X20的3维矩阵，这个矩阵的最小元素值 

对应的索弓I (Fi ,F2,3)则为需要的接触力的大 

小.使用矩阵C寻找加载力大小的好处是它对于 

误差的包容性，因为理论每个加载力情况的结果 

与真实实验结果都存在相同的误差因子，误差因 

子包括：对低级条纹峰的腰位置的错误获取，颗粒 

应力光图的灰度级范围不在0〜255.这些误差因 

子有时难以甚至不能抹除，而矩阵C最小元素即 

对应误差因子存在时与实验的差别最小加载情 

况，也就是所需的最优结果.

通过多点加载二维颗粒实验，利用线扫描光 

强变化方法寻找加载力大小的过程如图9所示.

获取加载点到圆心 
连线上的灰度变化

求出矩阵C的矩阵 
元，找矩阵最小元 
素对应加载力检索

获取某一颗粒圆心 
位置、圆半径，获 
取加载点位置信息

理论上求出加载点 
A的加载力在一定范 
&围内变化及其对应

的 w(z； F)

获取连线灰度峰的 
c腰的位置,_以数组

向量s(z)表示

实验拍摄颗粒应力 
图片，图片数字图 
像预处理

图9线扫描方法流程图

如图10所示，以3个加载点为例，实验测得 

加载力与线扫描光强方法处理得到的加载力对比 

如表1所示.

(a)线扫描法获取连线上灰度变化的示意图

(b)线扫描法得到的结果模拟

图10线扫描法获得连线上灰度变化及模拟结果

表1 3点加载力对比表

(Fi , F?, FJ/N
-Ef/N

实验测量加载力 线扫描方法

(30,22,24) (28,21,2) 1. 66

(35,25,34) (31,24,31) 2. 66

(36,32,33) (39,33,35) 2. 00

(35,33,33) (36,3132) 1. 33

(37,27,35) (34,29,33) 2. 33

(45,33,47) (45,36,43) 2. 33

(52,43,57) (54,45,55) 2. 00

(66,46,60) (62,50,60) 2. 33

将线扫描方法处理得到的加载力大小反过来 

模拟岀颗粒的应力光图，如图10(b)所示，可以看 

岀与实验图案图10(a)相比还是有所区别，这是 

由于实际实验中模型受加载后发生形变，加载处 

的加载方式已经由线接触变为了面接触，这也是 

通过先扫描的方式来寻找加载力的大小的原因. 

如果对颗粒上全场的光强来考虑，一是由于3维 

圆柱颗粒的线与面接触方式不同带来的应力光图 

的差异带来的误差在考虑全场的光强时会更大； 

二是颗粒边界处的光强由于折射拍摄角度等带来 

的误差也难以处理；三是计算量较大.但考虑颗 

粒上的全场光强的方法也有一定好处，即可以处 

理更加复杂加载情况下的图案.要靠这种方式来 

寻找加载力大小，先让计算机进行预处理再人工 

调节寻找加载力大小，通过计算机与人的相互协 

作的方式反而更简单.

5结束语

基于颗粒应力光图的灰度梯度平方分布图像 

的边界模板法可以获取颗粒的接触点位置.该方 

法优点是能够在光弹颗粒条纹不十分密集的情况 
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下，找岀在颗粒边界处有较大的加载力存在的加 

载点的位置.其缺点是不能够适用过于密集的颗 

粒应力条纹光图，且处理得到的加载点位置可能 

存在1。〜4。的不确定度.如果在大量颗粒接触 

时，可采用该方法与阈值切割方法血结合的思 

路.在离散坐标系下寻找2点之间“连线”的算 

法，能够更加优化地处理Bresenham算法得到的 

“连线”的像素点个数在2点斜率在为非零有限值 

时不合适的问题.基于对颗粒应力光图的线扫描 

的获取接触力大小方法，结合了二维颗粒多点接 

触的光弹性理论、数字图像处理，能够得到颗粒每 

一接触点的较为精确的接触力的大小.为了提高 

该方法的运行速度与处理精度，应该事先确定颗 

粒上的加载力合理的模拟的范围，可采用平均灰 

度梯度方的方法得到颗粒的平均加载力以确定加 

载力的范围.
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Linear scanning force measurement method based on photoelastic particles

CHEN Fu-xing, YANG Chao-yu, SHAO Rong-shen, HUANG Xuan-ge, ZHANG Xing-gang
(College of Physics, Guizhou University, Guiyang 550025 , China)

Abstract: The method ofmeasuring contact force by line scanning from the loading point to the 

center of the circle based onthe stress light diagram of photoelastic particles was presented. The

boundary, center and radius of the model particlewere obtained through digital image processing, af

ter obtaining the isochromatic fringe pattern of the stress-optic pattern of the photoelastic particles in 

the orthogonal circ^ularly polarized light field. A method to automatically detect the contact point in

formation of particleswas proposed based on the square gray gradient distribution map of stress-optic 

pattern. Within the scope of the force, combining contact point location information, the change of

light intensity from loading point to the center of the circle in every case of contact force was simulated 

using photoelastic theory of two-dimensional disk particzleswith multi-point loading. And the particle 

contact force was found by comparing this with experimental stress-optic pattern.

Key words: photoelastic particle; multi-point loading； photoelastic forcemeasurement； digital im

age processing
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