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利用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ改进悬丝耦合弯曲
共振法测量弹性模量实验

秦月婷，张贵清，明成国
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　　摘　要：对悬丝耦合弯曲共振法测量金属材料弹性模量实验原理中的基本概念进行了详细描述；运用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ
对微分方程进行求解，得出节点位置的数值计算解，拟合出新的固有角频率公式，使实验的理论部分更加完整．提供了

可深入理解该实验原理和运用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ解决问题的方法和途径．
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　　悬丝耦合弯曲共振法测量弹性模量［１］，因其
共振易判别，支撑的影响易排除，实验结果稳定，
且有较宽的温度适用范围，而成为世界各国广泛
采用的测量方法，也是我国推荐的动态法测量金
属材料弹性模量的测定方法［２］，该实验项目在各
高校基础物理实验中广泛开设．由于大学物理实
验的教学对象是本科低年级的学生，因此在实际
教学中，通常有２方面的原因使学生无法深刻理
解和把握该实验原理而产生困惑，一是不清楚实
验中所提及的基本概念；二是在实验理论中涉及
梁的横向弯曲振动的动力学方程、微分方程求解
及超越方程等复杂的数学计算．为了帮助学生更
好地理解基本概念和数学计算，本文对实验中的
基本概念进行了详尽阐述，将解析计算和图形演
示相结合，并利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ求解微分方程数
值解．在教学中降低学生学习的难度，有效地增
加对该实验的实验原理的理解，同时提供了可以
利用数学软件解决物理问题的直观方法和手段．

１　实验理论中的基本概念

１．１　梁的概念和分类
梁是一种承受垂直于轴线的横向载荷的杆

件．将弯曲变形时的梁的轴线，即各截面形心连
线取做ｘ轴；垂直于梁的方向取做ｙ轴．若梁在
对称平面内做弯曲振动时，梁的轴线只有横向位

移η（ｘ，ｔ），这种模型的梁称作欧拉－伯努利梁，也
称细梁；如果与梁的长度相比，横截面的尺寸并不
很小，则需要考虑转动惯量和剪切形变的影响，这
种梁称为铁木辛柯梁，也称粗梁［３］．本实验中采
用的试样为细直圆杆，为细梁．
１．２　梁的横向弯曲振动的动力学方程
对于连续介质的细梁，根据微元的受力分析，

利用牛顿第二定律推导梁的横向振动的微分方

程．这部分虽有些复杂，但只要清楚细梁横向弯
曲时应力和应变发生的位置及其关系，即可明晰
其动力学方程的来由．梁的横向弯曲振动的示意
图如图１所示．图１中，虚线部分表示中性层Ｌ，
半径为ρ，梁的弯曲横振动时，其线应变εｘ 和正应
力σｘ 均为零，这意味着在中性层上根本不存在拉
伸或压缩，而在中性层的两边，形变具有相反的符
号；弯曲层Ｌ′，其半径为ｒ．图２中Ｏ 点称为形
心，即截面图形的几何中心，ｚ轴为中性轴．由图

１可知

Ｌ＝ρθ，Ｌ′＝ｒθ＝（ρ－ｙ）θ，
其弯曲层的形变量δ为

δ＝Ｌ′－Ｌ＝－ｙθ，
其纵向线应变εｘ 为

εｘ＝δＬ＝－
ｙθ
Ｌ＝－

ｙθ
ρθ
＝－ｙ

ρ
． （１）

当梁的形变在弹性限度内，根据胡克定律［４］有



σｘ＝－Ｅｙ
ρ
， （２）

其中Ｅ为弹性模量，即待测物理量．
取微元面积ｄＡ，如图２所示，由于在ｘ轴上

对所有面元ｄＡ的合力为零，可得∫ｙｄＡ ＝０，这
表明：在弹性限度范围内，中性轴通过横截面的
形心．

图１　梁的横向弯曲自由振动示意图

图２　图１的右视图

正应力σｘ 关于ｙ 轴对称，因此，正应力对ｙ

轴的力矩为零，即∫ｚσｘｄＡ ＝０．而对ｚ轴的力
矩为

∫（－ｙσｘ）ｄＡ＝Ｍ， （３）

其中“－”表示与Ｍ 正方向相反，Ｍ 正方向为ｚ轴
正方向，Ｍ 称为弯矩，表示作用在梁的给定截面
上的内应力之力矩．将式（２）代入式（３）中，得

Ｅ
ρ∫ｙ２ｄＡ＝Ｍ，

令∫ｙ２ｄＡ＝Ｉ，称为横截面积的惯性矩．整理得
Ｍ
ＥＩ＝

１
ρ
， （４）

根据曲率定义１
ρ
＝

ｄ２η
ｄｘ２

１＋ ｄη
ｄ（ ）ｘ［ ］

２　 ３／２，其中η表示棒

上ｘ处截面的ｙ 方向位移，且 ｄηｄ（ ）ｘ
２

１，将１
ρ
＝

ｄ２η
ｄｘ２
代入式（４）中得：

ｄ２η
ｄｘ２＝

Ｍ
ＥＩ
， （５）

其中η称为挠度，表示中性层上一点的垂直位移
（如图３所示）．由式（５）可写出弹性曲线控制微
分方程为［３］

Ｍ（ｘ，ｔ）＝ＥＩ
２
η（ｘ，ｔ）
ｘ２

． （６）

图３　图１正视图

图４中ｆ（ｘ，ｔ）表示单位长度上微元所受的
作用力，Ｖ 为微元所受的剪切力，剪切力的定义如
图５所示．因为

∑Ｆｙ ＝ｍｄ
２
η
ｄｔ２
， （７）

微元中各力对过Ｃ点在轴方向上的力矩

∑Ｍｚ ＝０， （８）

根据式（７）列微分方程有

Ｖ－（Ｖ＋ｄＶ）＋ｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ＝ρＡｄｘ
２η（ｘ，ｔ）
ｔ２

－

　　　　ｄＶ
（ｘ，ｔ）
ｄｘ ＋ｆ（ｘ，ｔ）＝ρＡ

２η（ｘ，ｔ）
ｔ２

， （９）

其中，ρ为密度，Ａ 为梁的横截面积．根据式（８），
得

（Ｍ＋ｄ　Ｍ）－Ｍ＋ｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ·１２ｄｘ－
（Ｖ＋ｄＶ）ｄｘ＝０，

（１０）

将式（１０）展开后，略去高阶小项，得：

Ｖ（ｘ，ｔ）＝Ｍ
（ｘ，ｔ）
ｘ

， （１１）

将式（１１）和（６）代入式（９）中，得动力学方程：

２η（ｘ，ｔ）
ｔ２

＋ＥＩ
ρＡ
４η（ｘ，ｔ）
ｘ４

＝ｆ（ｘ，ｔ）， （１２）

当梁自由振动时ｆ（ｘ，ｔ）＝０，动力学方程为
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２η（ｘ，ｔ）
ｔ２

＋ＥＩ
ρＡ
４η（ｘ，ｔ）
ｘ４

＝０． （１３）

图４　微元的受力分析图

图５　微元的切应力分析图

　　说明：梁相对于ｘｙ平面对称，在ｙ方向的剪

切力为∫τｘｙｄＡ＝－Ｖ，在ｚ方向的剪切力为∫τｘｚｄＡ＝
０，τｘｙ 和τｘｚ 为剪切应力．
１．３　梁的横截面惯性矩的概念
截面所在平面上关于ｚ轴的截面惯性矩的积

分为

Ｉｚ ＝∫ｙ２ｄＡ，
这个概念与转动惯量类似，二者的区别仅在于用
面元ｄＡ代替质量元［５］．这里计算惯性矩的方法
像力学中用到的垂直轴定理，即

Ｉｚ＋Ｉｙ＝Ｉｘ，

根据对称性可知，Ｉｚ＝Ｉｙ；而Ｉｘ＝π
Ｒ４
２ ．
若棒的截

面直径为ｄ，即ｄ＝２Ｒ，此时细直圆杆的惯性矩为

Ｉｚ＝πＲ
４

４ ＝
πｄ４
６４
， （１４）

坐标轴方向如图５所示．

２　运用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ求解两端自由的横
向弯曲振动梁的动力学方程及相关的

数值计算

２．１　运用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ求解横向弯曲振动的动
力学方程

把计算机辅助手段引入物理学各科教学之

中，已成为提升物理教学水平的新增长点．Ｍａｔｈ－
ｅｍａｔｉｃａ既能进行符号运算，又能进行数值求解，
有丰富的矢量运算函数、统计运算函数、表型数据
处理函数和作图函数，功能非常强大［６］，因此选用
该数学软件进行数值计算．
梁的弯曲振动的动力学方程（１３）中，令η（ｘ，

ｔ）＝Ｘ（ｘ）Ｔ（ｔ），分离变量［２，６］得

１
Ｘ
ｄ４　Ｘ
ｄｘ４＝－

ρＡ
ＥＩ
ｄ２　Ｔ
ｄｔ２ ＝Ｋ

４， （１５）

其中，Ｋ 为待定常数．由此得

ｄ４　Ｘ
ｄｘ４－Ｋ

４　Ｘ＝０， （１６）

ｄ２　Ｔ
ｄｔ２ ＋

Ｋ４　ＥＩ
ρＡ

Ｔ＝０， （１７）

式（１６）的解为梁弯曲振动的模态方程．根据式
（１７），得梁的弯曲振动的固有角频率为

ω＝ Ｋ４　ＥＩ
ρ槡Ａ

， （１８）

式（１８）对处于各种边界条件下的任意形状截面的
试样都成立［７－８］．只要根据特定的边界条件定出
常数Ｋ，代入特定截面的惯性矩Ｉ，即可得到具体
条件下的频率计算公式，其中求解常数Ｋ 是关
键，这也是实验教学中学生理解困难的主要方面．
现在利用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软件对（１５）式进行微

分方程求解和数值计算，进而得出常数Ｋ．具体
计算过程及命令语句如下：
Ｉｎ：＝ＥｘｐＴｏＴｒｉｇ［ＤＳｏｌｖｅ［｛Ｘ＇＇＇＇［ｘ］－Ｋ４　Ｘ［ｘ］＝＝０｝，

　Ｘ［ｘ］，ｘ］］／．Ｒｕｌｅ→Ｅｑｕａｌ

Ｏｕｔ：＝Ｘ［ｘ］＝＝Ｃ［１］Ｃｏｓ［Ｋｘ］＋Ｃ［２］Ｃｏｓｈ［Ｋｘ］＋Ｃ［４］

　Ｃｏｓｈ［Ｋｘ］＋Ｃ［３］Ｓｉｎ［Ｋｘ］－Ｃ［２］Ｓｉｎｈ［Ｋｘ］＋Ｃ［４］Ｓｉｎｈ

　［Ｋｘ］

Ｉｎ：＝％／．｛Ｃ［１］→ｃ１，Ｃ［２］＋Ｃ［４］→ｃ２，Ｃ［３］→ｃ３，－Ｃ

　［２］＋Ｃ［４］→ｃ４｝

Ｏｕｔ：＝Ｘ［ｘ］＝＝ｃ１Ｃｏｓ［Ｋｘ］＋ｃ２Ｃｏｓｈ［Ｋｘ］＋ｃ３Ｓｉｎ［Ｋｘ］

　＋ｃ４Ｓｉｎｈ［Ｋｘ］ （１９）
式（１９）为式（１６）的通解，也是梁弯曲振动的模态
方程．
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两端自由的梁悬挂在试样的节点处，则相应
的边界条件为：横向作用力Ｖ 为零，弯矩 Ｍ 为
零，即

ｄ３　Ｘ
ｄｘ３ ｘ＝０

＝０，ｄ
３　Ｘ
ｄｘ３ ｘ＝ｌ

＝０，

ｄ２　Ｘ
ｄｘ２ ｘ＝０

＝０，ｄ
２　Ｘ
ｄｘ２ ｘ＝ｌ

＝０，

输入边界条件：
Ｉｎ：＝ＭａｔｒｉｘＦｏｒｍ［Ｆｌａｔｔｅｎ［｛｛Ｓｏｌｖｅ［｛ｘ，２｝％＝＝０］／．ｘ→
０｝，｛Ｓｏｌｖｅ［｛ｘ，２｝％＝＝０］／．ｘ→ｌ｝，｛Ｓｏｌｖｅ［｛ｘ，３｝｝％＝＝

０］／．ｘ→０｝，｛Ｓｏｌｖｅ［｛ｘ，３｝％＝＝０］／．ｘ→ｌ｝｝］］

Ｉｎ：＝Ｓｉｍｐｌｉｆｙ［Ｄｅｔ［

－１　　　 １　 ０　　 ０

－Ｃｏｓ［Ｋｌ］ Ｃｏｓｈ［Ｋｌ］ －Ｓｉｎ［Ｋｌ］ Ｓｉｎｈ［Ｋｌ］

０　　 ０ －１　 　 １

Ｓｉｎ［Ｋｌ］ Ｓｉｎｈ［Ｋｌ］ －Ｃｏｓ［Ｋｌ］ Ｃｏｓｈ［Ｋｌ

烄

烆

烌

烎］

］＝＝０］

Ｏｕｔ：＝Ｃｏｓ［Ｋｌ］Ｃｏｓｈ［Ｋｌ］＝＝１

Ｃｏｓ［Ｋｌ］Ｃｏｓｈ［Ｋｌ］－１＝０， （２０）
此式即为通解式（１９）加入边界条件后的特解，也
称为两端自由梁的频率方程．
２．２　运用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ对动力学方程特解求根
利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ寻找满足式（２０）的Ｋｌ值

的方法．首先，利用图像法判断根的范围．
Ｉｎ：＝Ｓｈｏｗ［Ｐｌｏｔ［Ｃｏｓ［Ｋｌ］＊Ｃｏｓｈ［Ｋｌ］－１，｛Ｋｌ，０，１０｝］

Ｏｕｔ：＝

　　由图６可知，第１个根和第２个根分别在４．７
和７．８附近．依此方式，寻找到一系列满足方程
（２０）的根．

图６　ｃｏｓ（Ｋｌ）·ｃｏｓｈ（Ｋｌ）－１随Ｋｌ的变化曲线

Ｉｎ：＝ＦｉｎｄＲｏｏｔ［－１＋Ｃｏｓ［Ｋｌ］＊Ｃｏｓｈ［Ｋｌ］＝＝

０，｛ｘ，｛４．７，７．８，１１．０，１４．１，１７．３，２０．４，２３．５，２６．７，２９．８，

３３．０，３６．２，３９．２，４２．４，４５．５，４８．７，５１．８，５４．９７，５８．１，６１．

２，６４．４，６７．５，７０．５，７３．８，７７．２，８０．０，８３．２，８６．４，８９．２，

９２．６，９５．５，９９．２，１０２．０，１０５．５，１０８．４，１１１．７，１１４．７｝｝，

ＷｏｒｋｉｎｇＰｒｅｃｉｓｉｏｎ→７］

Ｏｕｔ：＝Ｋｌ－＞｛４．７３００４１，７．８５３２０５，１０．９９５６１，

１４．１３７１７，１７．２７８７６，２０．４２０３５，２３．５６１９４，６．７０３５４，

２９．８４５１３，３２．９８６７２，３６．１２８３２，３９．２６９９１，４２．４１１５０，

４５．５５３０９，４８．６９４６９，５１．８３６２８，５４．９７７８７，５８．１１９４６，

６１．２６１０６，６４．４０２６５，６７．５４４２４，７０．６８５８３，７３．８２７４３，

７６．９６９０２，８０．１１０６１，８３．２５２２１，８６．３９３８０，８９．５３５３９，

９２．６７６９８，９５．８１８５８，９８．９６０１７，１０２．１０１８，１０５．２４３４，

１０８．３８４９，１１１．５２６５，１１４．６６８１｝｝

然后进行拟合Ｋｌ与正整数ｎ 的函数关系，
并绘图（见图７）．
Ｉｎ：＝ＦｉｎｄＦｉｔ［｛４．７３００４１，７．８５３２０５，……，１１４．６６８１｝，

ａ＋ｂｎ，｛ａ，ｂ｝，ｎ］

Ｏｕｔ：＝Ｋｌ＝１．５７２６７８＋３．１４１５１６ｎ

图７　Ｋｌ值的散点图及其与正整数ｎ的线性拟合曲线图

Ｋｌ值与正整数ｎ 之间关系的拟合方程为

Ｋｌ＝３．１４１　５１６ｎ＋１．５７２　６７８，拟合方程近似为

Ｋｎｌ＝（２ｎ＋１）π２
，ｎ＝１，２，３… （２１）

这一结论与文献［９］一致．表１给出Ｋｎｌ的
数值解和拟合解的数值及相对偏差．

表１　Ｋｎｌ数值解和拟合解的数值对比表

ｎ
Ｋｎｌ

数值解 拟合解
Ｅｒ

１　 ４．７３０　０４１　 ４．７１２　３８９　 ０．３７％

２　 ７．８５３　２０５　 ７．８５３　９８２　 ０．０１％

３　 １０．９９５　６１　 １０．９９５　５７４　 ０

… … … ０

　注：当ｎ＝３，４，…，３６，其相对偏差均近似为０．

２．３　两端自由梁的弯曲振动的角频率公式及模
态函数

根据（２０）式可知，两端自由的梁的弯曲振动
的各阶固有角频率公式可写为
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ωｎ＝
（２ｎ＋１）π
２［ ］ｌ

２　 ＥＩ
ρ槡Ａ，ｎ＝１，２，３… （２２）

代入（１４）式，得出细直圆杆的弹性模量公式为

　Ｅ＝ ２１０
（２ｎ＋１）４π５

ｌ３　ｍ
ｄ４ω

２
ｎ＝ ２１２
（２ｎ＋１）４π３

ｌ３　ｍ
ｄ４ｆ

２
ｎ，

　ｎ＝１，２，３… （２３）
其中ｆ为固有频率．表２列出当ｎ＝１，２，３时Ｋｎｌ

在数值解和拟合解下的 ２
８π

（Ｋｎｌ）４
值．

表２　数值解和拟合解下的 ２
８π

（Ｋｎｌ）４
值对比

ｎ
Ｋｎｌ

数值解 拟合解

２８π
（Ｋｎｌ）４

数值解 拟合解

１　４．７３０　０４１　４．７１２　３８９　 １．６０６　６８３　 １．６３０　８９２
２　７．８５３　２０５　７．８５３　９８２　 ０．２１１　４４７　 ０．２１１　３６４
３　１０．９９５　６１　１０．９９５　５７４　 ０．０５５　０１９　 ０．０５５　０２０

将式 （１９）中代入ｃ１＝ｃ２，ｃ３＝ｃ４，ｃ２＝

－ｃ４
［ｓｉｎ（Ｋｌ）－ｓｉｎｈ（Ｋｌ）］
ｃｏｓ（Ｋｌ）－ｃｏｓｈ（Ｋｌ）

，可得各阶模态函数

Ｘ（ｘ）＝－ｃ４
［ｃｏｓ（Ｋｎｘ）＋ｃｏｓｈ（Ｋｎｘ）］［（ｓｉｎ（Ｋｎｌ）－ｓｉｎｈ（Ｋｎｌ）］

ｃｏｓ（Ｋｎｌ）－ｃｏｓｈ（Ｋｎｌ）

＋ｃ４［ｓｉｎ（Ｋｎｘ）＋ｓｉｎｈ（Ｋｎｘ）］，ｎ＝１，２，３…

２．４　两端自由梁在基频振动时的节点位置计算
和振形图

两端自由梁在基频振动Ｋ１ｌ＝４．７３０　０４１时，
节点处Ｘ（ｘ）＝０，得

－
［ｃｏｓ（Ｋ１ｘ）＋ｃｏｓｈ（Ｋ１ｘ）］［ｓｉｎ（Ｋ１ｌ）－ｓｉｎｈ（Ｋ１ｌ）］

ｃｏｓ（Ｋ１ｌ）－ｃｏｓｈ（Ｋ１ｌ） ＋

　　［ｓｉｎ（Ｋ１ｘ）＋ｓｉｎｈ（Ｋ１ｘ）］＝０， （２４）

令ｙ＝ｘｌ
，

Ｉｎ：＝Ｐｌｏｔ［－１．０１７８０９４１０６７０１９１４（Ｃｏｓ［４．７３００４１ｙ］＋

　Ｃｏｓｈ［４．７３００４１ｙ］）＋Ｓｉｎ［４．７３００４１ｙ］＋

　Ｓｉｎｈ［４．７３００４１ｙ］，｛ｙ，０，１｝，Ｅｐｉｌｏｇ→
｛ＰｏｉｎｔＳｉｚｅ［Ｍｅｄｉｕｍ］，Ｐｏｉｎｔ［｛｛０．２２４，０｝，｛０．７７５８，０｝｝］｝

Ｏｕｔ：＝

　　由图８可知，ｙ值在０．２和０．８附近，因此利
用数值计算寻找满足式（２４）的数值解为
Ｉｎ：＝ＦｉｎｄＲｏｏｔ［－１．０１７８０９４１０６７０１９１４（Ｃｏｓ［４．７３００４１ｙ］＋

　Ｃｏｓｈ［４．７３００４１ｙ］）＋Ｓｉｎ［４．７３００４１ｙ］＋

　Ｓｉｎｈ［４．７３００４１ｙ］＝＝０，｛ｙ，｛０．２，０．７｝｝，

　ＷｏｒｋｉｎｇＰｒｅｃｉｓｉｏｎ－＞７］

Ｏｕｔ：＝｛ｙ→｛０．２２４１５７５，０．７７５８４２５｝｝

求出ｙ值的数值解．

当Ｋ１＝４．７３０　０４１／ｌ时，节点位置为ｘ＝
０．２２４　１３７　５ｌ和０．７７５　８４２　５ｌ．依此方式，可计算
出一系列Ｋｌ值相对应的节点位置ｘ／ｌ及其振形
图，如图９所示．

图８　当Ｋ１ｌ＝４．７３０　０４时试样弯曲基频振动的振形图

（ａ）Ｋｎｌ＝４．７３０　０４１

（ｂ）Ｋｎｌ＝７．８５３　２０５

（ｃ）Ｋｎｌ＝１０．９９５　６１
图９　两端自由梁弯曲共振时前三阶振形图及

对应的节点位置
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３　结束语

综上，对悬丝耦合弯曲共振测量弹性模量的
实验原理，从基本理论出发详细地推导出梁的横
向弯曲振动的动力学方程．利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ对
微分方程求解两端自由梁的横向弯曲振动动力学

方程中频率方程的根和相应的节点位置，并拟合
了节点位置及其变化规律，得出新的固有圆频率
公式和模态函数；详细地给出弯曲振动的基振振
形求解过程及二阶、三阶振形图．为更好地理解
本实验，这部分理论内容可以在实验内容中给以
补充和丰富．
在大学物理实验的教学中，面对一些较复杂

的数学计算的时候，引导学生借助计算软件化解
知识难点，可使物理实验原理的阐述更加明晰，物
理概念得到深化，同时拓宽了物理实验课程的内
容，也促使物理实验课程的进一步改进和拓展．
对于学生而言，学懂弄通是提高学生学习兴趣的
关键，引入计算恰恰是使学生对实验原理理解更
加透彻的一种有效途径，且培养了学生利用现代
化手段解决问题的能力．因此，这种教学模式的
改进在进一步提升物理实验课程的学术水平和教

学水平，提升学生学习的兴趣方面，起到了极大地
促进作用．
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