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撒克逊碗下沉时间的研究
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　　摘　要：研究了撒克逊碗在液体中的下沉时间．通过建立物理模型，结合流体力学过程，分析了碗的质量、液体密

度、缺口面积对撒克逊碗在液体中的下沉时间的影响．理论分析结果表明：碗质量或者碗缺口面积的增大，都会导致撒

克逊碗下沉时间缩短，而液体密度对下沉时间的影响较小．分别制作了２种类型的撒克逊碗，对理论分析结果进行了验

证，实验结果与理论分析基本一致．
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　　撒克逊人通常是指公元五世纪起到诺曼征服
时止移居并统治英格兰的日耳曼民族［１］．在那个
时代，计时工具是比较匮乏的，撒克逊人发明了计
时装置———撒克逊碗．他们在碗底打开孔洞，将
碗放在水中自然下沉，通过观察碗在水中的下沉
现象来计时．事实上，在古代，也有很多种方法能
够实现“计时”的功能．例如，我国古代藏族人发
明了“圭表”及“刻漏”测时装置［２］．李强等研究了
“马上刻漏”这种古代计时工具的特点［３］，陈宁心
等研究了古代的另一种计时器“水钟”［４］．在西
方，“沙漏”也是计时装置，最早于三世纪由亚历山
大发明［５］．
由于撒克逊碗计时器具有制作方便、计时较

为准确等特点，研究撒克逊碗下沉过程中的相关
物理问题成为２０２０年国际青年物理学家锦标赛
（ＩＹＰＴ）的竞赛题目之一［６］．本文分别从理论和
实验分析撒克逊碗计时装置的下沉时间．从理论
上，建立了物理模型，得出了撒克逊碗下沉时间与
相关物理参量的关系．实验上，制作了２种类型
的撒克逊碗，并对相关物理参量进行了研究．实

验结果与理论分析基本一致．

１　理论分析

假设将一质量为ｍ０、厚度为ｄ０、高度为ｈ０、

底部具有横截面积为Ｓ孔洞的碗，放入宽度无限
大、密度为ρ的液体中．碗在液体中的下沉过程
如图１所示．
１）在ｔ＝０时刻，碗底与液面相接触［图１

（ａ）］．此时，由于受到重力的作用，碗在液体中开
始下沉．
２）在下沉过程的任一时刻ｔ［图１（ｂ）］，碗的
一部分沉入液体中．此时，碗内外液面有一定的
高度差．
３）当ｔ＝ｔｍａｘ时刻［图１（ｃ）］，碗口与外液面齐
平．此时，碗处于临界状态．即当ｔ＞ｔｍａｘ后，碗外
液体将从碗口进入碗内（而非从碗底孔洞进入），
然后碗将按照常规的物理规律迅速沉入液体中．
本文将详细分析撒克逊碗在０≤ｔ≤ｔｍａｘ时间

段内下沉的物理过程．
如图１（ｂ）所示，以碗中心轴和碗底与液面的



交点作为坐标原点，平行于液体平面方向作为ｘ
轴，建立直角坐标系．

（ａ）初始时刻

（ｂ）下沉过程中的任一时刻

（ｃ）下沉末时刻

图１　撒克逊碗在液体中下沉过程示意图

在撒克逊碗下沉过程的任一时刻ｔ［图２
（ａ）］，假设碗内液面高度为ｙ（ｔ），碗内液体体积
为Ｖｉｎ（ｙ），碗内液面处的横截面积为Ｓｉｎ（ｙ）．碗

外液面高度为ｈｏｕｔ（ｙ），碗外排开液体的体积为

Ｖｏｕｔ（ｈｏｕｔ），碗外液面处的横截面积为Ｓｏｕｔ（ｈｏｕｔ）．
在随后很短的时间ｄｔ内，有ｄｙ高度的液体从碗
底进入碗内［图２（ｂ）］．此时，碗外液面距离碗底

的高度增加ｄｈｏｕｔ．
从图２（ｂ）可以计算得出，在ｄｔ时间内，碗内

液体增加的体积为

ｄＶｉｎ（ｙ）＝Ｓｉｎ（ｙ）ｄｙ， （１）

相应地，碗外增加的排开液体的体积为

ｄＶｏｕｔ（ｈｏｕｔ）＝Ｓｏｕｔ（ｈｏｕｔ）ｄｈｏｕｔ（ｙ）． （２）

事实上，碗内增加的液体，都是由碗底的小孔
流入．因此，可以以碗底小孔作为研究对象，对该
过程做进一步分析．将图１或图２中碗底开口部

分局部放大如图３所示，其中ｒｉｎ为内半径，ｒｏｕｔ为
外半径，ｄ０ 为碗壁厚度，碗底厚度近似为０．

（ａ）ｔ时刻

（ｂ）ｔ＋ｄｔ时刻

图２　撒克逊碗在液体中下沉过程某一时刻的示意图

图３　圆柱形撒克逊碗示意图

如图２所示，在ｄｔ时间内，从碗外经孔洞流
入碗内的液体体积为

ｄＶｉｎ＝ＫＳｖｂ（ｔ）ｄｔ， （３）
其中，ｖｂ（ｔ）表示ｔ时刻液体流入小孔的流速．Ｋ
为无量纲物理常量［７］，与孔洞的形状以及液体黏
度有关，可由具体实验测得．
结合（１）式和（３）式可以得出：

ｄｔ＝ Ｓｉｎ
（ｙ）

ＫＳｖｂ（ｔ）ｄｙ．
（４）

通常，研究撒克逊碗下沉时间实验，使用的液
体为水，其黏度很小，因此将该过程中的液体近似
当做理想流体来处理．考虑ａ，ｂ两点之间部分的
液体为一“流管”［图２（ａ）］，则流管内的液体应满
足伯努利方程［７－８］，即

ｐａ＋１２ρｖ
２
ａ＋ρｇｈａ＝ｐｂ＋

１
２ρｖ

２
ｂ＋ρｇｈｂ， （５）
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其中，ｖａ 和ｖｂ 分别表示ａ和ｂ两点液体的流速，

ｈａ 和ｈｂ 分别表示ａ和ｂ两点的高度，ｐａ 和ｐｂ 分
别表示流管外ａ点和ｂ点的压强．
通常情况下，撒克逊碗的厚度比较小，因此，

可以近似认为ｄ０≈０（即ｈａ＝ｈｏｕｔ，ｈｂ＝０）．同时，
由于碗放在无限大的液体中，因此可近似认为在
撒克逊碗的下沉过程中，ｖａ≈０．此时，ａ点处流体
的压强可近似用静流体的压强来描述（即ｐａ＝
ｐ０），ｂ点处的压强可近似写为ｐｂ＝ｐ０＋ρｇｙ．在
上述条件下，可将（５）式进一步化简为

ｖｂ（ｔ）＝ ２ｇ［ｈｏｕｔ（ｔ）－ｙ（ｔ槡 ）］≡ ２ｇｈ槡 ｄ， （６）
其中，定义ｈｄ≡ｈｏｕｔ－ｙ，表示ｔ时刻碗内外液面高
度差．
事实上，撒克逊碗在液体中缓慢下沉，因此可

以将下沉过程当成准静态过程处理．即在很短的
时间内，碗受到的重力和浮力相等：

ｍ０ｇ＝［Ｖｏｕｔ（ｈｏｕｔ）－Ｖｉｎ（ｙ）］ρｇ． （７）
化简（７）式，可以得到：

Ｖｏｕｔ（ｈｏｕｔ）＝
ｍ０
ρ
＋Ｖｉｎ（ｙ）， （８）

其中Ｖｏｕｔ和Ｖｉｎ与碗的形状有关．一旦碗的质量、
形状及液体的密度确定，则（８）式中仅有ｈｏｕｔ和ｙ
变量．这里，不妨假设ｈｏｕｔ与ｙ的变化关系为

ｈｏｕｔ＝ｆ（ｙ）， （９）
此时，变化关系ｆ由Ｖｏｕｔ，Ｖｉｎ，ｍ０ 和ρ唯一确定．
将（９）式代入ｈｄ 的定义式，即可得到：

ｈｄ≡ｈｏｕｔ－ｙ＝ｆ（ｙ）－ｙ． （１０）
从（１０）式可以看出，撒克逊碗在液体中的下

沉过程，碗内外液面高度差将仅与碗内液面的高
度值有关．
将（６）式代入（４）式，得到：

ｄｔ＝ Ｓｉｎ（ｙ）
ＫＳ　２ｇｈ槡 ｄ

ｄｙ． （１１）

对（１１）式两侧求积分，得到当撒克逊碗内液面高
度为常数ｙ０ 时，所用的时间为

ｔ＝ １
ＫＳ　２槡ｇ∫

ｙ０

０

Ｓｉｎ（ｙ）
ｈ槡ｄ

ｄｙ　（０≤ｙ０ ≤ｙｍａｘ），

（１２）
其中，ｙｍａｘ为碗口与外液面齐平时（即ｈｏｕｔ＝ｈ０）碗
内液面的高度．
为了能够定量分析（１２）式的理论结果，以图

３所示的圆柱形撒克逊碗（即碗的形状参量可写
出解析表达式）为例做进一步分析．在这种情况

下，碗内液面处的横截面积Ｓｉｎ（ｙ）、碗外液面处的
横截面积Ｓｏｕｔ（ｈｏｕｔ）均与时间ｔ无关，分别为

Ｓｉｎ（ｙ）＝πｒ２ｉｎ， （１３）

Ｓｏｕｔ（ｈｏｕｔ）＝πｒ２ｏｕｔ． （１４）

ｔ时刻碗内液体体积和碗外排开液体的体积为

Ｖｉｎ（ｙ）＝πｒ２ｉｎｙ． （１５）

Ｖｏｕｔ（ｈｏｕｔ）＝πｒ２ｏｕｔｈｏｕｔ， （１６）
分别将（１５）和（１６）式代入（８）式，可以得到：

ｈｏｕｔ＝
ｍ０
πρｒ

２
ｏｕｔ
＋ｒ

２
ｉｎ

ｒ２ｏｕｔｙ
， （１７）

结合ｈｄ 的定义式，可以得到：

ｈｄ＝
ｍ０
πρｒ

２
ｏｕｔ
－ｒ

２
ｏｕｔ－ｒ２ｉｎ
ｒ２ｏｕｔ ｙ

． （１８）

最终，将（１３）和（１８）式代入（１２）式中，即可得到撒
克逊碗在液体中的下沉时间为

ｔ＝ １
ＫＳ　２槡ｇ∫

ｙ０

０

πｒ２ｉｎ
ｍ０
πρｒ

２
ｏｕｔ
－ｒ

２
ｏｕｔ－ｒ２ｉｎ
ｒ２ｏｕｔ槡 ｙ

ｄｙ

　　　　（０≤ｙ０≤ｙｍａｘ）． （１９）
积分后可得：

　　ｔ＝
２πｒ２ｉｎｒｏｕｔ （ｒ２ｉｎ－ｒ２ｏｕｔ）ｙ０＋

ｍ０
π槡 ρ

ＫＳ（ｒ２ｉｎ－ｒ２ｏｕｔ）２槡ｇ
－

２πｒ２ｉｎｒｏｕｔ
ｍ０
π槡ρ

ＫＳ（ｒ２ｉｎ－ｒ２ｏｕｔ）２槡ｇ
　（０≤ｙ０≤ｙｍａｘ）．（２０）

从（２０）式可以看出，撒克逊碗在液体中的下
沉时间ｔ与碗的质量ｍ０、碗的内外半径ｒｉｎ和ｒｏｕｔ、
液体密度ρ、缺口面积Ｓ以及常量Ｋ 有关．

２　实验研究

如图４所示，将圆柱形的塑料碗（用游标卡尺
测量出碗的外半径ｒｏｕｔ＝３．３５０ｃｍ，碗的内半径

图４　圆柱形碗实物图

ｒｉｎ＝３．２５８ｃｍ，碗的高度ｈ０＝７．３００ｃｍ），底部钻
出２个直径约０．４０ｃｍ的圆形孔洞（即每个孔洞
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的面积为０．０４πｃｍ２），即制成简易的撒克逊碗．
碗的质量可以将配重球形钢珠粘贴在碗外底部进

行改变．选用单个钢珠的质量为ｍｓ＝４．１５ｇ，直
径为Ｄｓ＝１．０００ｃｍ（即每个钢珠的体积为Ｖｓ＝
π
６ｃｍ

３）．为了能够定量研究液体在碗内的高度，

使用油性笔在碗的外表面标定了刻度．
首先，以自来水（使用密度计测量其密度为

ρ＝１．０１ｇ·ｃｍ
－３）作为液体，研究撒克逊碗在液

体中的下沉时间．将１４个配重小钢球均匀粘贴
在碗的底部，用精密电子秤测量出配重后碗的总
质量为ｍ＝７０．１６ｇ．值得注意的是，由于配重钢
珠在液体中也会受到向上方向恒定的浮力，因此
实验中撒克逊碗的有效质量ｍ０ 可认为是配重后
碗的总质量扣除配重钢珠所受浮力对应的质量

（即：ｍ０＝ｍ－ｎρＶｓ，其中，ｎ表示使用配重钢珠的
数量）．
将上述撒克逊碗放入自来水中，使用手机拍

摄下沉过程的视频，利用Ｔｒａｃｋｅｒ软件对视频进
行逐帧分析，即可得到碗内液面高度和视频帧数
的变化关系．最后结合每帧所需时间，得到撒克
逊碗下沉时间与碗内液面高度的关系，如图５所
示．实验中，由于ｎ＝１４，粘合剂的质量为４．６ｇ，
因此碗的有效质量为ｍ０＝５８．１６ｇ．

图５　撒克逊碗下沉时间ｔ与碗内液面高度ｙ０ 的关系

从图５可以看出，撒克逊碗在水中下沉时，下
沉时间与碗内液面高度呈线性关系，因此撒克逊
碗可以作为有效的计时工具．
图５中的拟合曲线是将上述各测量得出的实

验参量代入（２０）式后，拟合（仅有１个与孔洞的形
状以及液体黏度有关的常数Ｋ 为待定系数）实验
数据得出的．拟合得到Ｋ＝０．０５７．

为了验证上述理论结果以及拟合Ｋ 值的正
确性，在其他条件不变的情况下，仅改变碗的质量
（即改变配重钢珠的数量），使用上述实验方法，得
到了在不同有效质量下，撒克逊碗在水中下沉时
间随碗内液面高度的变化，如图６所示．图６中，
所有理论曲线，均是将已知实验参量，并将图５拟
合Ｋ＝０．０５７代入（２０）式得到的．可以看出，理
论曲线和实验数据基本吻合，进一步证明了理论
分析结果的正确性．同时，从图６还可以看出，在
同等条件下，撒克逊碗的质量越大，其在水中下沉
时间将越短．

图６　不同ｍ０ 撒克逊碗下沉时间与碗内液面高度的关系

进一步分析撒克逊下沉所用总时间随撒克逊

碗质量之间的变化关系，如图７所示．从图７可
以看出，随着撒克逊碗质量的增加，其在水中下沉
的总时间将非线性地减少．

图７　撒克逊碗下沉总时间与碗质量的关系

下面分析液体密度对撒克逊碗下沉时间造成

的影响．通过在自来水中加入一定量的盐，即可
改变液体的密度（利用密度计直接测量）．仍然使
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用图５对应的实验参量及实验方法，在不同液体
密度下撒克逊碗下沉时间随碗内液面高度的变

化，如图８和图９所示．

图８　不同液体密度下，下沉时间与碗内液面高度的关系

图９　撒克逊碗下沉总时间与液体密度的关系

　　从图８～９可以看出，液体密度越大，则撒克
逊碗液面上升单位长度所用的时间将越长．但是
液体密度在小幅度变化时，对撒克逊碗下沉时间
造成的影响不大．值得注意的是，图８～９中所用
的理论曲线，均是将上述实验参量代入（２０）式后
直接得出的．可以看出，实验结果和理论曲线吻
合得较好，进一步证明了理论分析的正确性．
上述实验研究所用的圆柱形碗为硬质塑料

碗，尽管其形状参比量较容易写出数学关系式，但
是实验过程中也发现，该类型碗由于材质比较硬，
不便于制作形状、大小相同的孔洞．为了分析撒
克逊碗底缺口面积对下沉时间造成的影响，研究
了如图１０所示的软质塑料碗．这种材质的塑料
碗，可以方便地在其底部制作形状以及大小一致
的孔洞．
从理论分析结果（１２）式可以看出，由于图１０

所示碗形状的数学解析表达式无法直接写出，因
此（１２）式中的积分部分无法给出任意液面高度时
的结果．但是，一旦碗的形状结构以及碗的高度
确定，则积分量应为一常数值，即（１２）式可改写为
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其中，Ｃ为常量．可以看出，撒克逊碗下沉总时间
应与缺口面积呈反比例函数关系．

图１０　软质撒克逊碗实物图

实际实验中，可通过２种方式增大缺口面
积：一种为直接增大缺口的面积，另一种为制作若
干形状结构相同的孔洞（有利于定量分析）．值得
注意的是，增加形状结构完全相同的孔洞数量后，
可以分别对各个孔洞和液面处建立伯努利方程．
从式（３）的具体分析可以看出，通过增加孔洞的数
量，与只增加１个孔洞的缺口面积，进而使撒克逊
碗的缺口面积增大的分析结果是等效的．
为了验证以上结果，将１６颗钢珠粘贴在撒克

逊碗底部作为配重（图１０），依次使用大头钉、牙
签、直径为０．２２５ｃｍ的笔芯，由碗内向碗外方向
在碗底部同一位置钻出孔洞（即每个孔洞的缺口
面积为Ｓ０＝３．９８×１０－２　ｃｍ２）．钻孔后，将笔芯固
定在孔洞中２４ｈ以上，即可避免开孔过程中软质
塑料发生少量的弹性形变以及开孔后软质塑料回

弹，造成孔洞缩小的后果．通过改变孔洞的数量

γ，改变撒克逊碗的缺口总面积Ｓ＝γＳ０．
仍然使用密度ρ＝１．０１ｇ·ｃｍ

－３的自来水作

为液体，实验测量了图１０撒克逊碗下沉总时间随
孔洞数量（等同于缺口面积）的关系，如图１１所
示．从图１１可以看出，随着孔洞数量（等效于缺
口面积）增多，撒克逊碗下沉总时间将非线性地减
小．图１１的理论曲线是用（２１）式拟合得出的，拟
合结果Ｃ＝４６５．８ｓ·ｃｍ２．可以看出，实验结果和
理论预期基本一致．
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图１１　下沉总时间随缺口面积的变化关系

３　结　论

从理论和实验对撒克逊碗计时装置进行了研

究，建立了较为简单的物理模型，分析了撒克逊碗
下沉时间与碗质量、缺口面积、液体密度的关系．
理论分析表明：撒克逊碗底缺口面积越大，或撒克
逊碗质量越大，则其在液体中的下沉时间越短．
液体密度越大，下沉时间越长，但液体密度对下沉
时间的影响并不明显．在理论分析的基础上，制
作了２种类型的撒克逊碗，利用Ｔｒａｃｋｅｒ软件对

其下沉时间进行了实验验证，实验结果与理论分
析基本一致．
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