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　　摘　要：２０２０年国际物理奥林匹克竞赛实验试题为“晶体学”．试题从一维光栅出发，引导选手寻找衍射花样和晶体

结构间的对应关系，最后测定出未知晶体的结构．本文介绍了试题内容和组委会提供的标准答案，并且在个别处提供了

其他解法．
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　　因新冠肺炎疫情全球爆发，原计划于２０２０年

７月在立陶宛共和国举行的第５１届国际物理奥
林匹克竞赛（ＩＰｈＯ）被顺延至次年．就在各队为
本年度选手失去参赛机会而惋惜时，俄罗斯在国
际物理奥林匹克竞赛委员会的授权下主办了此次

特别的国际物理奥林匹克竞赛（Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ　Ｐｈｙｓｉｃｓ　Ｏｌｙｍｐｉａｄ，ＩｄＰｈＯ２０２０），各
参赛方在主办方代表监督下在本国参加比赛．经
主办方艰苦努力和各参赛方密切配合，竞赛得以
于２０２０年１２月８—１５日在跨越１４个时区的全
球多地成功举行．２０２０年初选拔产生，９月已经
进入北京大学学习的５名代表中国参赛的选手以
较大优势包揽了本次竞赛的前５名．其中，来自
长沙市第一中学的张意飞同学更是赢得了理论、
实验和总成绩３项第一．
竞赛实验器材由主办方代表在考试前２ｈ带

到考场．实验试题名为“晶体学”，时长为５ｈ，不
要求分析误差［１］．试题内容几乎涵盖了通过衍射
确定晶体结构的所有方面，篇幅长，内容多，故介
绍试题时会在图文上做一定压缩．试题解答的重
点也放在方法和最后结果上，中间过程能省则省
略．本文结构参考了文献［２］．

１　试题介绍

晶体是指由１个基本单元（晶胞）在空间周期

性排列形成的结构．如ρ（ｒ）为描述晶体结构的实
函数，ａ１，ａ２ 和ａ３ 为３个线性无关的矢量，则对整
个晶体有：

ρ（ｒ＋ｅ·ａ１＋ｆ·ａ２＋ｇ·ａ３）＝ρ（ｒ），　ｅ，ｆ，ｇ∈Ｚ，
（１）

其中，ａ１，ａ２ 和ａ３ 被称为晶格矢量，简称格矢．晶
体也可以只是一维或二维的．本题的任务是确定
晶体结构，也即晶胞结构ρ（ｒ）和格矢ａ１，ａ２ 和ａ３．
由于晶体具有周期性，可以用衍射的方法来

确定其结构．如图１所示，强度为Ｉ０，波矢为ｋｉ

｜ｋｉ｜＝２π（ ）λ 的光垂直入射，透过样品后的散射波
可用散射波矢ｋｓ或散射矢量ｑ＝ｋｓ－ｋｉ表示．对
于弹性散射，散射和入射波矢的模相等，故有ｑ＝

２ｋｉｓｉｎ θ（ ）２ ，其中θ为散射角．本题中可以认为

θ１．

图１　散射矢量示意图



要求：在Ａ部分以衍射光栅（一维晶体）为例
研究晶体衍射的最基本规律；在Ｂ，Ｃ和Ｄ部分要
分别确定未知晶体的晶格参量、晶胞的对称性和
结构细节．
１．１　从狭缝到晶体
如图２所示，衍射光栅是最简单的一维晶体，

狭缝和两狭缝间的区域构成晶胞，格矢ａ１ 等于光
栅常量ａ．

图２　一维晶体的晶胞（不透光区域用粗黑线表示）

　　当观察光栅的夫琅禾费衍射时，光强与衍射
角θ的关系为

Ｉ（θ）＝Ｉ０Ｎ２
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其中，Ｉ０ 为θ＝０时的光强，Ｎ 为被照明的光栅狭
缝数．

Ａ．１　利用散射矢量ｑ（ｑｋｉ）重新写式（２）．
（０．３分）

Ａ．２　写出光栅常量为ａ的光栅的第ｈ个衍
射极大的散射矢量ｑ．（０．２分）

Ａ．３　设ｑ１ 为１级衍射极大对应的散射矢
量．用ｑ１ 表示各级衍射极大的散射矢量ｑ．ｑ１ 和

ａ间有何关系？（０．２分）

Ａ．４　观察样品ＤＧ１～ＤＧ５的衍射．用实验
方法确定每一样品的ｑ１ 和ａ．画出装置示意图，
写出所测得的量及用于计算的公式．（１．０分）

Ａ．５　由实验得到样品ＤＧ３～ＤＧ５的ａ与ｂ
之比ａ／ｂ．用公式和示意图来解释求解方法．已
知ｂ≤ａ／２．（１．５分）
衍射极大的位置和强度分别由晶体的周期

（ａ１＝ａ）和晶胞参量（狭缝宽度ｂ）决定．为简化强
度计算，可以引入被称为结构因子的复函数：

Ｆ（ｑ）～∫ρ（ｘ）ｅｘｐ（ｉ　ｑｘ）ｄｘ， （３）

其中，ρ（ｘ）是振幅透射率（本题中可视为实数），ｑ

是散射矢量，积分区域为整个晶胞（本文所有结构
因子表达式的积分区域也都是整个晶胞，一般不
再标出）．将所对应的ｑ代入，得到各衍射极大的
相对强度：Ｉ＝｜Ｆ｜２．
衍射强度极大位置（衍射斑点）总可以表示成

矢量（倒格矢）之和：

　　１Ｄ：ｑ＝ｈ·ｑ１， （４）

　　２Ｄ：ｑ＝ｈ·ｑ１＋ｋ·ｑ２， （５）

　　３Ｄ：ｑ＝ｈ·ｑ１＋ｋ·ｑ２＋ｌ·ｑ３， （６）
其中ｈ，ｋ，ｌ∈Ｚ．
每个衍射斑点，以３Ｄ的为例，可以用１组数

（ｈ，ｋ，ｌ）标记，对应的复振幅和强度分别记为

Ｆ（ｈ，ｋ，ｌ）和Ｉ（ｈ，ｋ，ｌ）．
Ａ．６　按图２坐标系写出图２中Ａ所示衍射

光栅晶胞的ρ（ｘ）．设光栅常量ａ＝ｐｂ，ｐ∈Ｎ，计
算此晶胞由 ｈ 标记的衍射斑点的结构因子

ＦＡ（ｈ），用ｈ和ｑ１ 表示．哪些极大的强度为０？
写出这类极大的ｈ满足的方程．（０．７分）

Ａ．７　对另一个晶胞（图２中Ｂ）重复 Ａ．６．
（０．７分）

Ａ．８　如用同样强度的光照射上述两光栅，

请给出光强比：ＩＡ，ｈ＝０
ＩＢ，ｈ＝０
和ＩＡ，ｈ＝１
ＩＢ，ｈ＝１．

（０．４分）

１．２　２Ｄ晶体
图３为以ａ１ 和ａ２ 为格矢的２Ｄ晶体，习惯上

取格矢间夹角α≤９０°，图中圆点表示晶体中的等
价位置．如果平行单色光垂直照射到如图３所示
的２Ｄ晶体面上，会在其后的屏上出现周期性的
衍射花样，各极大位置可以用式（５）描述．

图３　２Ｄ晶体

Ｂ．１　用晶体参量ａ１，ａ２ 和α（图３）表示矢量

ｑ１ 和ｑ２ 的长度及其夹角β．（１．０分）
图４给出了４种晶胞都为正方形的晶体，２

个格矢长度相等且相互垂直．晶胞内黑色正方形
完全不透光，其他部分则完全透光．对晶胞Ｃ有

ｂ′＞ｂ．晶胞Ｄ中２个黑方块完全相同，一个相对
于另一个向右和向上分别移动了半个格矢．
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Ｂ．２　对晶体Ａ和Ｄ给出衍射斑点（ｈ，ｋ）对
应的结构因子的模｜Ｆ（ｈ，ｋ）｜，用ａ和ｂ表示．只
需给出１个除中心斑点（ｈ＝０，ｋ＝０）外都成立的
表达式．（１．０分）

Ｂ．３　观察样品 ＵＣ１～ＵＣ４的衍射花样，用
实验方法确定它们的晶体周期ａＵＣ１，ａＵＣ２，ａＵＣ３和

ａＵＣ４．（０．６分）

Ｂ．４　给出ＵＣ１～ＵＣ４与图４中各晶胞的对
应关系，并做解释．（０．４分）

Ｂ．５　确定尺寸ｂ．（０．８分）

Ｂ．６　样品ＵＣ５～ＵＣ７是简单的２Ｄ晶体．
观察它们的衍射花样，用实验方法确定每一样品
的参量ａ１，ａ２ 及其夹角α，并解释用到了衍射花样
的哪些参量．（１．２分）

图４　Ａ～Ｄ的晶胞是正方形（除ａＢ＞ａＡ 外，

其他尺寸比都未知）

１．３　晶体的对称性
如图５所示，实际晶体的晶胞中常常会含有

存在对称性的几个分子．知道这些对称性有助于
确定晶胞结构．晶胞的对称性会使得ｈ和ｋ满足
某些条件的衍射斑点系统性缺失（消光）．

（ａ）　　　　　　　　　　　（ｂ）

图５　晶胞具有Ｃ４ 对称的示例［绕图（ｂ）中竖直线转

９０°的整数倍后晶胞会复原］

衍射斑点强度分布的典型对称性有：以某直
线为对称轴的镜像对称，用该直线的方程来标记；

绕对称轴转过３６０°ｎｍ
时，能使衍射花样复原的ｍ

阶旋转对称，用Ｃｍ 标记，ｎ∈Ｚ，ｍ∈Ｎ．
图６是格矢大小相等（ａ１＝ａ２）且相互垂直的

２Ｄ晶体的衍射图（仅画了｜ｈ｜，｜ｋ｜≤２的部分）．

图６　２Ｄ晶体的衍射图

Ｃ．１　给出其旋转对称中心的ｈ和ｋ．该图
的旋转对称阶ｍ 可能取哪些值？画出所有可能
的镜像对称轴，并给它们命名．（０．３分）

Ｃ．２　写出上一任务中你所画出并命名的每
一镜像对称轴的直线方程．（０．２分）

Ｃ．３　对每一旋转对称和镜像对称，写下它
们的记号（旋转对称用 Ｃｍ，镜像对称用直线方
程），以及存在该对称元素时强度Ｉ（ｑｘ，ｑｙ）满足的
方程．（０．４分）

Ｃ．４　写出衍射斑点（ｈ，ｋ）和（－ｈ，－ｋ）的强
度满足的方程．指出任务Ｃ．１中与此方程相对应
的对称性并做解释．（０．２分）
图７各晶胞中的白、黑格子分别代表透光和

不透光．晶胞２和３分别由晶胞１对ｘ＝０轴和

ｘ＝ｙ做镜像变换得到．晶体４由晶体１平移（ｘ１，

ｙ１）得到．
Ｃ．５　利用结构因子的定义和对称性，分别

将晶体２～４的结构因子用晶体１的结构因子表
示．（０．４分）

Ｃ．６　２Ｄ晶体中旋转对称阶ｍ 只能取哪些
值？说明原因．（０．５分）

（ａ）１：原初　　（ｂ）２：ｘ＝０　　（ｃ）３：ｙ＝ｘ　　（ｄ）４：平移

图７　通过不同对称操作可由晶体１得到晶体２～４

参照答题纸上所给晶胞示意图１８：

Ｃ．７　确定晶胞 Ｋ，Ｌ，Ｍ，Ｎ，Ｐ，Ｑ，Ｒ，Ｓ和Ｔ
具有的对称性，镜像对称轴直接画在图中，旋转对
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称符号标在图下方．（０．９分）

Ｃ．８　观察样品ＰＧ１，２，５和８的衍射花样，
确定这些衍射花样有何对称性，并给出它们与晶
胞Ｋ，Ｌ，Ｍ和Ｎ间的对应关系．（０．８分）

Ｃ．９　观察样品ＰＧ３，４，６，７和９的衍射花
样，给出它们和晶胞Ｐ，Ｑ，Ｒ，Ｓ和Ｔ间的对应关
系，并说明理由．（１．０分）

Ｃ．１０　观察样品 ＵＣ８的衍射花样．它可能
是晶体吗？请解释原因．（０．３分）

１．４　相位问题
入射光经晶体散射后的复振幅由下式（傅氏

变换）给出：

Ｆ（ｑ）～∫ρ（ｒ）ｅｘｐ（ｉ　ｑ·ｒ）ｄｒ， （７）

由结构因子经逆傅氏变换亦可反推出：

ρ（ｒ）～∫Ｆ（ｑ）ｅｘｐ（－ｉ　ｑ·ｒ）ｄｑ， （８）

对离散衍射斑点，积分可以变成求和：

ρ（ｒ）～∑｜Ｆ（ｑ）｜ｅｘｐ（ｉφ）·ｅｘｐ（－ｉ　ｑ·ｒ）．
（９）

实际只需对式（９）中的强衍射斑点求和即可．
衍射斑点强度能给出结构因子的模，但不能给出
相位，由式（９）不能直接解出ρ（ｒ）．为此，通常会
取近似的初始相位，先用式（９）得到ρ（ｒ），再将得
到的ρ（ｒ）代入式（７）来更新相位，不断重复，直到
收敛．如果已知某晶体结构与待测晶体的类似，
即可用该晶体的相位作为待测晶体的初始相位．

ＭＲ０，ＭＲ１和ＭＲ２的晶胞都由４×４阶的透
光（ρ＝１）或不透光（ρ＝０）方块组成．ＭＲ０的晶胞
结构已知，如图８所示．

图８　ＭＲ０的晶胞结构（白方块透光，黑方块不透光）

晶体 ＭＲ１结构未知，但应为图９中之一．晶
体 ＭＲ２的结构和 ＭＲ０的非常接近，但有７个透
光方块．图１０给出了 ＭＲ０晶体｜ｈ｜，｜ｋ｜≤２衍
射斑点的相位（单位为ｒａｄ）．

Ｄ．１　如果入射光强为Ｉ０，请给出 ＭＲ０或者

ＭＲ２的０级衍射斑点的强度．（１．０分）

Ｄ．２　确定晶体 ＭＲ１的晶胞，并说明原因．
（２．０分）

Ｄ．３　若 ＭＲ２的晶胞与 ＭＲ０的差别仅为其
中２个方格从不透光变成透光，请确定其结构．
（２．０分）

图９　ＭＲ１晶体可能的晶胞

图１０　ＭＲ０晶体｜ｈ｜，｜ｋ｜≤２衍射斑点的相位

１．５　实验器材
实验器材如图１１所示．１为数字万用表，２

为带磁铁的光电二极管，３为９Ｖ 电池，４为

１０ｋΩ和２００ｋΩ电阻，５为连接器（４个），６为电
池引线座，７为６３０ｎｍ波长激光器，８为光具座，

９为针，１０为胶带，１１为螺丝刀，１２为直尺，１３为
大铁夹（２个），１４为卷尺，１５为样品（分别标有

Ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ　ｇｒａｔｉｎｇ，Ｕｎｉｔ　ｃｅｌｌ，Ｐｌａｎｅ　ｇｒｏｕｐ 和

Ｍｏｌｅｃｕｌａｒ　ｒｅｐｌａｃｅｍｅｎｔ），１６为衰减片，１７为小铁
夹（４个），１８为样品座（需自己组装），１９为绘图
纸，２０为黑卡纸，２１为带磁性的平板．

图１１　实验器材（白线画出的左上部用于光强测量）
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　　图１２示意了如何将激光器装在光具座上并
且用大铁夹来控制其开关，如何用针和胶带纸减
小激光光束的尺寸，以及如何用衰减片来减弱光
强．图１３示意了激光器、样品和观察屏应该如何
放置．

图１２　激光器和衰减片的使用示意图

图１３　激光器、样品和观察屏的放置示意图

流过光电二极管的电流与照在其上的光强成

正比．用电池引线座和连接器将万用表、光电二
极管、电阻和电池按图１４连接，就可得到光强探
测器．电阻大小可视光强做选择．

图１４　光强探测器线路

２　试题解答

Ａ．１　将ｑ＝２ｋｉｓｉｎ θ（ ）２ 代入式（２），并注意

到条件ｑｋｉ，立即可得：

　　Ｉ＝
Ｉ０
Ｎ２
ｓｉｎ（Ｎｑａ／２）
ｓｉｎ（ｑａ／２［ ］）

２　ｓｉｎ（ｑｂ／２）
ｑｂ／［ ］２

２

．（１０）

Ａ．２　可由光栅衍射方程直接推出：

ｑ＝２πａｈ
，ｈ∈Ｚ． （１１）

Ａ．３　由式（１１）立即可得：

ｑ＝ｑ１ｈ，ｈ∈Ｚ， （１２）

ｑ１ａ＝２π． （１３）

Ａ．４　图１５为衍射光路示意图，其中，Ｌ和

ｓＮ 分别是样品到观察屏和０级到第Ｎ 级衍射斑
点的距离．

图１５　衍射光路及衍射光斑示意图

确定ｑ１ 的公式为

ｑ１＝２πλ
·ｓＮ
ＮＬ
， （１４）

ｑ１ 与ａ满足：

ｑ１ａ＝２π． （１５）

对每一样品，分别测量Ｌ 和ｓＮ，再利用式
（１４）和（１５），求出对应的光栅常量．标准答案为

ＤＧ１：ｑ１＝（３２０±３２）ｍｍ－１，ａ＝（２０±２）μｍ；

ＤＧ２：ｑ１＝（１３０±１３）ｍｍ－１，ａ＝（５０±５）μｍ；

ＤＧ３～ＤＧ５：ｑ１＝（７９±８）ｍｍ－１，ａ＝（８０±８）μｍ．
Ａ．５　由式（１０）推出第ｈ级衍射极大的强度为

Ｉ（ｈ）＝Ｉ０ ｓｉｎ
（πｂｈ／ａ）
πｂｈ／［ ］ａ

２
， （１６）

则第１和第２级衍射极大强度满足：

πｂ
ａ＝ａｒｃｓｉｎ

１
２
Ｉ（１）
Ｉ（２槡 ）ｓｉｎ

２πｂ（ ）［ ］ａ
． （１７）

将测得的第１和第２级衍射极大强度值代入，可
解出ａ／ｂ．标准答案为

ＤＧ３：ａ／ｂ∈［７，１０］；　　　　
ＤＧ４：ａ／ｂ∈［３．２，４．８］；

ＤＧ５：ａ／ｂ∈［１．５，２．５］．
式（１７）是超越方程，规则不允许使用可编程
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计算器，很难求解．中国选手普遍采用某级衍射
极大缺失来求ａ／ｂ，被以方法没有普适性为由扣
分．实际上也观察不到衍射斑点明显缺失．其
实，利用０级衍射光强和透光面积平方成正比就
可以快捷地求出ａ／ｂ．更简单地，将光电二极管紧
贴在光栅之后测量光栅平均的透光率也可以求出

ａ／ｂ．用这２种方法得到的ＤＧ３，ＤＧ４和ＤＧ５的

ａ／ｂ分别为：７．９和７，３．４和４，２．１和２，均落在
标准答案区间内．

Ａ．６　对照图２直接可以写出：

ρ（ｘ）＝
１，ｘ∈［０，ｂ）；

０，ｘ∈［ｂ，ａ）｛ ．
（１８）

将式（１８）代入式（３），经积分、化简后可得：

ＦＡ（ｈ）＝２ｓｉｎ
（πｈ／ｐ）
ｑ１ｈ

·ｅｘｐ（ｉπｈ／ｐ）＝

２π
ｑ１
·１
ｐ
，ｈ＝０；

Ｆ１（ｈ），ｈ≠０
烅
烄

烆 ，
（１９）

其中，ｐ＝ａ／ｂ．强度为０的极大点满足：ｈ＝
±ｐｍ，ｍ∈Ｎ．

Ａ．７　仿照Ａ．６，不难得到：

ρ（ｘ）＝
０，ｘ∈［０，ｂ）；

１，ｘ∈［ｂ，ａ）｛ ．
（２０）

　　ＦＢ（ｈ）＝２ｓｉｎ
（πｈ）
ｑ１ｈ ｅｘｐ（ｉπｈ）－

２ｓｉｎ
（πｈ／ｐ）
ｑ１ｈ ｅｘｐ（ｉπｈ／ｐ）＝

２π
ｑ１
１－１（ ）ｐ ，ｈ＝０；

－Ｆ１（ｈ）， ｈ≠０
烅
烄

烆 ．
（２１）

强度为０的极大点满足：ｈ＝±ｐｍ，ｍ∈Ｎ．
可以看出图２中 Ａ和Ｂ的非０级衍射斑点

强度完全相同．
Ａ．８　对比式（１９）和（２１），立即可得：

ＩＡ，ｈ＝０
ＩＢ，ｈ＝０＝

ｂ
ａ－（ ）ｂ

２

＝ １
ｐ（ ）－１

２
，ＩＡ，ｈ＝１
ＩＢ，ｈ＝１＝１．

Ｂ．１　总可以在图３中画一系列过格点的平
行线使所有格点落在这些平行线上．这样，在垂
直于这些平行线的方向上，１个２Ｄ晶格的衍射可
以看成光栅常量为平行线间距的光栅的衍射．ｑ１
和ｑ２ 标示的是距０级斑点最近的衍射斑点，对应
平行线间距最大时的衍射．平行线间距最大意味
着平行线上相邻２点的距离最短．也就是说这样
的平行线方向只能与ａ１ 或ａ２ 一致．不难导出，对

应的线间距分别为ａ２ｓｉｎα和ａ１ｓｉｎα．
从上面讨论可以看出，ｑ１ 和ｑ２ 分别与ａ１ 或

ａ２ 之一垂直，不妨取ｑ１⊥ａ２，有：

｜ｑ１｜＝ ２π
ａ１ｓｉｎα

，｜ｑ２｜＝ ２π
ａ２ｓｉｎα

， （２２）

ｑ１ 和ｑ２ 的夹角β＝α．
Ｂ．２　标准答案只给了晶体 Ａ的结构因子．
由式（１９）和式（２１）可以看出，如果透射率０与１
互换，非０级衍射斑点结构因子的模相同．因此，
可以用透光与不透光区域正好相反的结构来代替

晶体Ａ：

Ｆ（ｈ，ｋ）＝∫
ｂ

０∫
ｂ

０
ｅｘｐ（ｉ　ｑｘｘ）ｅｘｐ（ｉ　ｑｙｙ）ｄｘｄｙ＝

ａ２

π２
ｓｉｎ πｈｂ（ ）ａ

ｈ
·
ｓｉｎ πｋｂ（ ）ａ

ｋ
ｅｘｐ　ｉπ

ｂ（ｈ＋ｋ）［ ］ａ
，

（２３）

或

｜Ｆ（ｈ，ｋ）｜＝ａ
２

π２
ｓｉｎ（πｈｂ／ａ）

ｈ
·ｓｉｎ（πｋｂ／ａ）

ｋ
，

ｈ≠０，ｋ≠０．
容易推出，晶体Ｄ的结构因子为晶体Ａ的结构因
子乘以因子［１＋ｅｉπ（ｈ＋ｋ）］．
Ｂ．３　采用和 Ａ．４相同的光路，在衍射屏上
会看到类似图６的衍射图．测量斑点间距即求出
衍射矢量，再由衍射矢量求出晶体周期．标准答
案为：ａＵＣ１＝（２９．５±２．０）μｍ，ａＵＣ２＝（１９．７±
１．３）μｍ，ａＵＣ３＝（１９．７±１．３）μｍ 或者ａＵＣ３＝
（１３．９±１．０）μｍ，ａＵＣ４＝（２９．５±２．０）μｍ，其中

ＵＣ３有２种答案：一种对应晶胞Ｄ，另一种改变
晶胞取法使其内只包括１个黑方块．
Ｂ．４　观察各样品的衍射花样：

１）由ｈ＋ｋ为奇数的斑点缺失，可以断定

ＵＣ３对应晶体Ｄ．
２）由ａＢ＞ａＡ，结合Ｂ．３的结果知 ＵＣ２对应
晶体Ａ．
３）由ＵＣ１的０级斑点强度明显比 ＵＣ４的
强，知ＵＣ１对应晶体Ｂ，ＵＣ４对应晶体Ｃ．
Ｂ．５　标准答案说，比照 Ａ．５中的方法，用

ＵＣ１的实验结果可以得到ｂ＝（１０±２）μｍ．其实
也可以通过比较Ａ和Ｂ　２种晶体的０级斑点强度
来测量，这样测得的结果为ｂ＝９．６μｍ．
Ｂ．６　观察各样品的衍射花样：

１）ＵＣ５的衍射斑点为矩形排布，仿照Ｂ．３求
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得：ａ１＝（１９．７±１．８）μｍ，ａ２＝（３９．４±３．５）μｍ．
２）ＵＣ６和ＵＣ７的衍射斑点均呈平行四边形
排布．测量平行四边形的２条边长，依式（２２）计
算出ｑ１ 和ｑ２ 模的大小．测量平行四边形内锐角，
即得ｑ１ 和ｑ２ 间夹角β．
标准答案：ＵＣ６的ａ１＝（３５．５±３．２）μｍ，

ａ２＝（２２．１±２．０）μｍ，α＝（６３±６）°；ＵＣ７的ａ１＝
（３９．４±３．５）μｍ，ａ２＝（３５．４±３．２）μｍ，α＝
（５６±６）°．

Ｃ．１　旋转对称中心为ｈ＝０，ｋ＝０，旋转对称
阶ｍ＝１，２，４．图１６中用１～４标出的４条直线
是镜像对称轴．

图１６　标注了镜像对称轴的衍射图

Ｃ．２　图１６中各镜像对称轴满足的方程：１
为ｑｙ＝０，２为ｑｙ＝ｑｘ，３为ｑｘ＝０，４为ｑｙ＝－ｑｘ．

Ｃ．３　某种对称元素存在时，强度Ｉ（ｑｘ，ｑｙ）

满足的方程如下：

　　Ｃ１：Ｉ（ｑｘ，ｑｙ）＝Ｉ（ｑｘ，ｑｙ），

　　Ｃ２：Ｉ（ｑｘ，ｑｙ）＝Ｉ（－ｑｘ，－ｑｙ），

　　Ｃ４：Ｉ（ｑｘ，ｑｙ）＝Ｉ（－ｑｙ，ｑｘ），

　　ｑｙ＝０：Ｉ（ｑｘ，ｑｙ）＝Ｉ（ｑｘ，－ｑｙ），

　　ｑｘ＝０：Ｉ（ｑｘ，ｑｙ）＝Ｉ（－ｑｘ，ｑｙ），

　　ｑｘ＝ｑｙ：Ｉ（ｑｘ，ｑｙ）＝Ｉ（ｑｙ，ｑｘ），

　　ｑｘ＝－ｑｙ：Ｉ（ｑｘ，ｑｙ）＝Ｉ（－ｑｙ，－ｑｘ）．
Ｃ．４　由于本题中ρ（ｘ）可视为实数，结构因

子存在如下关系：

Ｆ（－ｈ，－ｋ）＝∫∫ρ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［－ｉ（ｑ１ｈｘ＋ｑ２ｋｙ）］ｄｘｄｙ＝
　∫∫ρ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｉ（ｑ１ｈｘ＋ｑ２ｋｙ）］ｄｘｄ（ ）ｙ

＊

＝Ｆ＊（ｈ，ｋ），

（２４）

由此可以推出：

Ｉ（－ｈ，－ｋ）＝Ｉ（ｈ，ｋ）， （２５）

与此相应的对称性为Ｃ２．
Ｃ．５　设晶体１的结构因子为

Ｆ（ｑｘ，ｑｙ）＝∫
ｘ０

－ｘ０∫
ｙ０

－ｙ０
ρ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｉ（ｑｘｘ＋ｑｙｙ）］ｄｘｄｙ，

晶体２可以由晶体１对ｘ＝０轴做镜像变换得到，
其结构因子满足：

ｆ２（ｑｘ，ｑｙ）＝∫
ｘ０

－ｘ０∫
ｙ０

－ｙ０
ρ２（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｉ（ｑｘｘ＋ｑｙｙ）］ｄｘｄｙ＝

∫
ｘ０

－ｘ０∫
ｙ０

－ｙ０
ρ（－ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｉ（ｑｘｘ＋ｑｙｙ）］ｄｘｄｙ＝

∫
－ｘ０

ｘ０∫
ｙ０

－ｙ０
ρ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｉ（－ｑｘｘ＋ｑｙｙ）］ｄ（－ｘ）ｄｙ＝

Ｆ（－ｑｘ，ｑｙ）．
晶体３可以由晶体１对ｙ＝ｘ轴做镜像变换得
到，其结构因子满足：

ｆ３（ｑｘ，ｑｙ）＝∫∫ρ３（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｉ（ｑｘｘ＋ｑｙｙ）］ｄｘｄｙ＝
∫∫ρ（ｙ，ｘ）ｅｘｐ［ｉ（ｑｘｘ＋ｑｙｙ）］ｄｘｄｙ＝
∫∫ρ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｉ（ｑｙｘ＋ｑｘｙ）］ｄｙｄｘ＝
Ｆ（ｑｙ，ｑｘ）．

晶体４可以通过晶体１做平移得到，设平移矢量
为（ｘ１，ｙ１），其结构因子满足：

ｆ４（ｑｘ，ｑｙ）＝∫∫ρ４（ｘ′，ｙ′）ｅｘｐ［ｉ（ｑｘｘ′＋ｑｙｙ′）］ｄｘ′ｄｙ′＝
　　　 　∫∫ρ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｉ（ｑｘｘ＋ｑｙｙ）］ｄｘｄ｛ ｝ｙ·
　　　 　ｅｘｐ［ｉ（ｑｘｘ１＋ｑｙｙ１）］＝
　 　　　Ｆ（ｑｘ，ｑｙ）ｅｘｐ［ｉ（ｑｘｘ１＋ｑｙｙ１）］．

Ｃ．６　如图１７所示，Ａ和Ｂ 是晶体中的２个
格点（完全等价）．如绕Ａ 点逆时针旋转角度θ，
则Ｂ点变化到Ｃ点．若此为晶体的对称操作，则
晶体还和原来一样．这时再将晶体绕Ａ点顺时针
旋转角度θ，晶体会回到未做任何操作前的状态．
即，如逆时针旋转θ角是对称操作，则顺时针旋转

θ角也必定是．又因所有格点等价，对Ａ 点成立
的对Ｂ 点也必定成立．故，如图１７所示，Ｃ和Ｄ
必为晶体格点．ＣＤ显然平行于ＡＢ．由晶体的平
移对称性可以断定ＣＤ的长度一定是周期ａ的整
数倍．也即：

ｃｏｓθ＝１－ｎ２
， （２６）

其中ｎ为整数．由此推出θ只可能取０，π３
，π
２
，２π
３

和π，旋转对称只能有：Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４，Ｃ６．
Ｃ．７　各晶胞的镜像对称轴和旋转对称符号

分别直接标在图１８对应的结构图内和图下．
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Ｃ．８　标准答案给出ＰＧ１，２，５和８的衍射花
样的对称性见表１，“＋”表示存在相应的对称性．
ＰＧ１的ｑｘ＝０镜像轴理论上也应该存在，但不一
定能够观察到．

图１７　能使晶体复原的转角

图１８　晶胞的对称性

表１　ＰＧ１，２，５和８衍射花样的对称性

ＰＧ　 ｑｘ＝０ ｑｙ＝０ ｑｘ＝ｑｙ ｑｘ＝－ｑｙ Ｃ４

１ ＋／－ ＋
２
５ ＋ ＋
８ ＋

由存在明显的ｑｙ＝０镜像轴，推出ＰＧ１对应
Ｌ．由４种镜像轴和Ｃ４ 均不存在，可推出ＰＧ２对
应 Ｍ．由存在ｑｘ＝ｑｙ 和ｑｘ＝－ｑｙ 对称轴，推出
ＰＧ５对应Ｎ．由存在Ｃ４ 对称推出ＰＧ８对应Ｋ．

Ｃ．９　标准答案给出的ＰＧ３，４，６，７和９衍射
花样的对称性见表２．

表２　ＰＧ３，４，６，７和９衍射花样的对称性

ＰＧ　 ｑｘ＝０ ｑｙ＝０ ｑｘ＝ｑｙ ｑｘ＝－ｑｙ Ｃ４

３ ＋ ＋
４ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋
６ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋
７
９ ＋ ＋

由存在Ｃ４ 对称性可以认定ＰＧ４和ＰＧ６分
别对应Ｒ或Ｔ．Ｔ中不透光“Ｌ”型单元被编了号．
单元５可以由单元１对ｙ＝ｘ轴做镜像变换后再

位移 －ａ２
，－ａ（ ）２ 得到．由１＋５单元，再做４阶

旋转操作可以依次得到：４＋６，３＋７和２＋８单
元．比照Ｃ．５的解答，可以用单元１的结构因子

Ｆ（ｈ，ｋ）表示它们的结构因子：

　ｆ１＋５（ｈ，ｋ）＝Ｆ（ｈ，ｋ）＋Ｆ（ｋ，ｈ）ｅ－ｉ（ｈ＋ｋ）π，

　ｆ４＋６（ｈ，ｋ）＝Ｆ（－ｋ，ｈ）＋Ｆ（ｈ，－ｋ）ｅ－ｉ（ｈ－ｋ）π，

　ｆ３＋７（ｈ，ｋ）＝Ｆ（－ｈ，－ｋ）＋Ｆ（－ｋ，－ｈ）ｅｉ（ｈ＋ｋ）π，

　ｆ２＋８（ｈ，ｋ）＝Ｆ（ｋ，－ｈ）＋Ｆ（－ｈ，ｋ）ｅｉ（ｈ－ｋ）π．
晶胞Ｔ的结构因子为上面４项之和．对ｈ＝

０的衍射斑点有：

ｆＴ（０，ｋ）＝［Ｆ（０，ｋ）＋Ｆ（ｋ，０）＋Ｆ（０，－ｋ）＋
Ｆ（－ｋ，０）］（１＋ｅｉ　ｋπ），

也即当ｈ＝０时，ｋ为奇数的斑点会缺失．显然，
当ｋ＝０时，ｈ为奇数的斑点也会缺失．由ＰＧ６衍
射花样具有这样的特性，可以确定其与 Ｔ对应．
而ＰＧ４不具有这样特性就只能与Ｒ对应．
Ｓ晶胞的不透光“Ｌ”型单元２，３和４可以由

１经过旋转或镜像加平移得到．比照Ｃ．５的解答
可以得到如下关系：

ｆ１（ｈ，ｋ）＝Ｆ（ｈ，ｋ），

ｆ２（ｈ，ｋ）＝Ｆ（－ｈ，－ｋ）ｅｉ５πｈ／７，

ｆ３（ｈ，ｋ）＝Ｆ（－ｈ，ｋ）ｅ－ｉπ（２ｈ／７＋ｋ），

ｆ４（ｈ，ｋ）＝Ｆ（ｈ，－ｋ）ｅ－ｉπ（ｈ＋ｋ）．
对于ｈ＝０的衍射斑点，Ｓ晶胞的结构因子为

ＦＳ（０，ｋ）＝［（Ｆ（０，ｋ）＋Ｆ（０，－ｋ）］（１＋ｅ－ｉ　ｋπ），
即，ｈ＝０的衍射斑点在ｋ为奇数时会缺失．类似
地也可以推出：ｋ＝０的衍射斑点在ｈ为奇数时会
缺失．衍射花样具有这样特性的，除ＰＧ６外，就
只有ＰＧ９，所以它对应Ｓ．这里需要指出：在对

ｑｘ＝０轴做镜像变换后，再向上平移半个周期，Ｓ
晶胞依然能复原，所以ＰＧ９的衍射花样也存在

ｑｘ＝０和ｑｙ＝０的镜像对称．
ＰＧ３有镜像对称轴，而ＰＧ７没有，故前者对
应Ｐ，后者对应Ｑ．

Ｃ．１０　实验观察到 ＵＣ８的衍射花样具有

Ｃ１０旋转对称．根据Ｃ．６的证明，它不可能是晶
体．实际上ＵＣ８是准晶，具有Ｃ５ 对称．

Ｄ．１　０级斑点的光场强正比于透光面积，而
光强则为场强的平方．ＭＲ０和 ＭＲ２的总面积均
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为１６个方块，透光面积分别为５和７个方块．１６
个方块都透光时光源与屏间无任何遮挡，０级光
强就是入射光强，故：

ＩＭＲ０＝ ５（ ）１６
２

Ｉ０，ＩＭＲ２＝ ７（ ）１６
２

Ｉ０．

Ｄ．２　标准答案所给 ＭＲ１各衍射斑点强度
见图１９．

图１９　ＭＲ１各衍射斑点的强度

考虑到透射率为实数，逆傅氏变换可写成：

ρ（χ，γ）＝∑
２

ｈ＝－２
∑
２

ｋ＝－２
Ｉ（ｈ，ｋ槡 ）ｃｏｓ φ（ｈ，ｋ）－

π
２
（χｈ＋γｋ［ ］），

（２７）
其中，（χ，γ）是构成晶胞方格的坐标．将图１９中
斑点光强和图１０中ＭＲ０晶胞对应斑点相位φ用
于式（２７），可得到图２０．据此，可以判断 ＭＲ１的
晶胞应为图９中Ｘ．

图２０　ＭＲ１晶胞的振幅透射率

标准答案采用的逆傅氏变换方法工作量极

大，也不绝对可靠．其实可以有更快捷的方法．
ＭＲ０，ＭＲ１和 ＭＲ２是并排印在同一胶片上的，
肉眼即可分辨出 ＭＲ１的透光率介于 ＭＲ０和

ＭＲ２之间．由 ＭＲ０和 ＭＲ２的透光方格数分别
为５和７，可推出ＭＲ１的透光方格数为６，只可能
是图９中Ｘ或Ｚ．
对衍射斑点（ｈ，ｋ），不同透明方格间的相位

差为ｈΔχ＋ｋΔγ
２ π，其中（Δχ，Δγ）是两方格的相对

坐标．对（１，１）衍射斑点，Δχ＋Δγ＝０，１，２，３时，

两方格的结构因子相位差分别是０，π２
，π，３π２．
总

共就６个透明方格，反相抵消，同相相加后就得到

相位差为π
２
的２种格子数．对低指数衍射斑点，

单个透明方格的夫琅禾费衍射调制不占主导地

位，可用２种格子数的平方和半定量地描述斑点
强度．极短时间就能得到Ｘ和Ｚ的（１，１）衍射斑
点强度分别为消光和很强的结论．

Ｄ．３　标准答案所给 ＭＲ２各衍射斑点的强
度见图２１．按照Ｄ．２方法可得 ＭＲ２各方格的试
探透射率如图２２所示．

图２１　ＭＲ２各衍射斑点的强度

图２２　ＭＲ２晶胞的透射率

比较图２２与 ＭＲ０晶胞结构，只有（０，３）和
（２，０）方格变成透光．因此，推测 ＭＲ２具有形如
图２３的晶胞结构．

图２３　ＭＲ２晶胞结构

也可以利用在 Ｄ．２建议过的方法来确定

ＭＲ２的结构．对（０，２）衍射斑点，同行方格结构
因子的相位相同，相邻行方格结构因子的相位相
反．ＭＲ０只要第１行（从上往下）或第３行再增
加１个透明方格，则６个透明方格的结构因子为
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０，第７个透明方格无论在什么位置都得不到强衍
射斑．所以，可以排除新增的２个透明格子出现
在第１和第３行的可能．在图２４中，直接将这些
格子涂黑，并用白底表示已知透明的方格．

ＭＲ０的５个透明方格的（１，１）衍射斑点结构
因子两两抵消，只余下１个坐标为（１，２）［或（２，

１）］的．新增的２个透明方格中任何一个的相位
都不能与其相反，否则得不到强斑（１，１）．由此可
排除图２４中Ｘ．
如新增的透明方格之一为Ｙ，则（－１，１）衍射

斑点必不弱，故图２４中Ｙ也不可能透明．新增加

图２４　ＭＲ２结构分析示意图

的透明方格只有ＯＰ，ＯＱ和ＰＱ　３种可能．由于
各方格间只有同相、正交和反相３种关系，估计１
个衍射斑点强度只需数秒时间．ＭＲ２衍射花样
的１个明显特征是（１，－２）斑点强度明显强于（０，

－２）的，只有ＯＱ组合才与此相符．

３　结束语

本次竞赛试题借助不同类型的光栅衍射，相
当完整地展示了晶体学的主要物理内容，非常难
得．试题中安排的任务也能比较全面地考察选手
的学习能力、洞察能力和动手能力．但试题的任
务量确实太大，要全部完成几乎不可能．中国队
的张意飞得１４．９４分已经非常了不起．
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