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不倒塔的实验探究
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　　摘　要：对圆盘对心堆叠而成的塔被敲击下端后的相关运动过程进行分析，将塔身的复杂 运 动 分 为３个 阶 段，采 用

控制变量的方法进行了大量实验．理论上通过堆塔原理来判 断 塔 是 否 能 够 保 持 直 立 不 倒，并 对 塔 运 动 的 全 过 程 进 行 数

值模拟，将实验结果和数值模拟结合，得到相关参量与塔稳定性之间的关系．
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　　在演示平衡和惯性的实验中，有一类非常有

趣的实验，例如，把硬币一个个叠起，看看谁能使

叠的硬 币 伸 出 底 面 最 多？把 硬 币 堆 叠 成 直 立 的

塔，快速击打最下层的硬币，看看谁能保证上层的

塔不倒？在有趣的实验现象和定性解释背后，保

持平衡的条件究竟和哪些因素有关，值得更为深

入的探讨．为此，设计了不倒塔的实验装置，通过

实验进行定量探究．

１　实验设计与原理

１．１　实验装置设计

首先搭建整体装置，把几个相同的圆 盘 上 下

整齐地叠放在桌面上，形成直立的塔．考虑到直

接击打较难准确控制力的大小、方向以及作用时

间，采用了替代方法：将轻绳一端连接重物瓶，穿

过定滑轮后连接到最底层的圆盘上，如图１所示．

图１　实验装置示意图

通过突然释放重物瓶来等效替代击打最底层的圆

盘，可以通过改变重物瓶的质量以改变突然施加

的水平 力 的 大 小，降 低 测 量 的 难 度，保 证 可 重

复性．
１．２　实验现象

在实验中可以观察到，当塔层形状相同时，改
变瓶中重物的质量会影响最下层塔抽出的时间，
进而影响塔是否能够保持直立不倒．当外加水平

力越大，抽取时间越短，上方的塔身受到的影响就

越小，塔越能保持稳定．
以地面为参考系，建立二维平面ｘｙ坐标系，

其中ｘ方向为 水 平 方 向，ｙ方 向 为 竖 直 方 向．标

记 每 层 塔 的 中 心 位 置，拍 摄 实 验 视 频，采 用

Ｔｒａｃｋｅｒ软件记录 数 据，对 层 数 为４的 塔 的 整 体

运动情况进行分析．
图２为各圆盘的ｘ和ｙ方向的位移随时间的

变化情况．由图２可以看出，在ｘ方向上，同一塔

中各个圆盘最终会发生错位，低层的圆盘ｘ方向

的位移更大；在ｙ方 向 上，曲 线 前 段 较 光 滑 部 分

表 示 自 由 下 落 过 程，后 由 于 碰 撞 地 面 引 起 微 小

扰动．
１．３　原理分析

将最下面的圆盘称为底层圆盘，上面 的 圆 盘

整体称为塔身，并且对塔身的每个圆盘从下到上

进行编号１，２…Ｎ．将塔的运动过程分为３个阶



段：接触阶段、自由下落阶段和碰撞阶段，接下来

将分阶段描述塔的运动情况．

（ａ）ｘ方向位移

（ｂ）ｙ方向位移

图２　ｘ和ｙ方向塔的整体运动情况图

１．３．１　接触阶段

接触阶段从突然施加的水平力作用于底层圆

盘开始，到塔身脱离最底层圆盘结束，构成塔身的

圆盘 彼 此 之 间 没 有 相 对 位 移，塔 身 可 视 为 刚 体．
这一阶段又分为２个过程，如图３所示．

（ａ）　　　　　　　　　　（ｂ）

图３　接触阶段示意图

１）当底层圆盘与塔身脱离距离小于圆盘半径

Ｒ，塔身不发生倾斜．底层圆盘受到的力有重力、

塔身给予的摩擦力与压力、桌面给予的支持力与

摩擦力；塔身受到的力有重力、底层圆盘给予的支

持力与摩擦力．

　　底层圆盘的水平方向运动方程为

Ｍｇ－μ０ｍｇ（Ｎ＋１）－μｍｇＮ＝（Ｍ＋ｍ）̈ｘ底，
（１）

塔身作为整体（刚体）的运动方程为

Ｎｍｇμ＝Ｎｍ̈ｘ塔， （２）

其中，ｍ为单个圆盘的质量，Ｒ为圆盘半径，Ｍ 为

悬挂重物的质量，ｘ底 为底层圆盘的ｘ方向位移，

ｘ塔 为塔身的ｘ方向整体位移，μ为圆盘与圆盘之

间的 摩 擦 因 数，μ０ 为 底 层 圆 盘 与 桌 面 的 摩 擦

因数．
２）当底层圆盘与塔身脱离距 离 大 于 半 径Ｒ，

此 时 塔 身 会 绕 着 接 触 点 进 行 转 动．在 实 验 过 程

中，倾斜角度较小，并且这一过程持续时间较短，

因此，可以近似认为底层圆盘的受力恒定，此时底

层圆盘的运动方程仍为式（１），塔身的运动为平动

与绕接触点的转动的合成，平动的运动方程仍为

式（２）．绕接触点的转动方程为［１］

Ｊ̈θ＝Ｎｍｇ Ｎｈ２ｔａｎθ＋Δ（ ）ｘ　ｃｏｓθ， （３）

其中，Ｊ为转动惯量，θ为倾斜角度，ｈ为单个圆盘

高度，其值为

Ｊ＝Ｎｍ
（Ｎｈ）２
３ ＋Ｒ

２

４＋Δｘ［ ］２ ， （４）

其中Δｘ表示 接 触 点 到 塔 身 底 边 中 点 的 距 离，满

足以下条件：

Δｘ＝１２
（̈ｘ底 －̈ｘ塔）ｔ２－Ｒ． （５）

１．３．２　自由下落阶段

自由下落阶段如图４所示，从塔身与 地 面 脱

离为开始，到塔身触碰地面结束．塔身只受到重

力作用，作为整体进行运动．将这一运动进行分

解，可以分为质心的抛体运动与整体绕质心轴的

转动．并且转动的初始 角 速 度ω来 自 接 触 阶 段，

在自由下落阶段，质心轴合力矩为０，因此是角速

度为ω的匀角速转动．用Δｙ表示圆盘下端离地

面的竖直距离，满足以下方程：

Δｙ＝Ｎｈ２ ＋ｈ－
１
２ｇｔ

２－Ｎｈ２
ｓｉｎ（φ－θ０－ωｔ）

ｓｉｎφ
， （６）

其中，θ０ 为初始 倾 斜 角 度，φ为 其 余 圆 盘 的 对 角，

即
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图４　自由下落阶段示意图

φ＝ａｒｃｔａｎ
２Ｒ（ ）Ｎｈ ． （７）

１．３．３　碰撞阶段

碰撞阶段从塔身接触地面开始，到塔 身 部 分

的各个圆盘相对地面静止结束．由于碰撞等复杂

的运动，最后塔身部分的各个圆盘会在ｘ方向上

产生错位，如图５所示．当圆盘间相对位移在一

定范围内，塔不会倒塌；当相对位移超出某一临界

值时，塔会倒塌．而关于这一临界判断条件，将在

后面进行讨论．

（ａ）碰撞地面　　　　　（ｂ）最终状态

图５　碰撞阶段示意图

　　碰撞阶段初始时的各个圆盘的速度：

ｖｎｘ初＝ｖｘ－ω（Ｎ－ｎ）ｈ２ｃｏｓθ落， （８）

ｖｎｙ初＝ｖｙ＋ω（Ｎ－ｎ）
ｈ
２ｓｉｎθ落， （９）

其中，θ落 为塔身刚落到地上的倾斜角度，ｎ为第ｎ
个圆盘的编码，Ｎ 为塔身的总圆盘个数．ｖｘ，ｖｙ 分

别为整体运动时质心的速度，经历前２个阶段之

后其值分别为

ｖｘ＝μｇｔ｜
阶 段２
阶 段１， （１０）

ｖｙ＝ｇｔ阶 段２， （１１）
碰 撞 到 地 面 后，各 个 圆 盘 的 速 度 与 碰 撞 系 数 有

关［２］：
ｖｎｙ＝ｖｎｙ初［ｅｎ－１ｅ０－ｅＮ－ｎ］， （１２）

ｖｎｘ＝
ｖｎｘ初［ｅｎ－１ｅ０－ｅＮ－ｎ］μ，ｎ≥１；

ｖｎｘ初［ｅ０μ０－ｅ
Ｎ－１
μ］，ｎ＝１

烅
烄

烆 ，
（１３）

其中，ｅ为圆盘之间的碰撞系数，ｅ０ 为圆盘与地面

间的碰撞系数．
自接触地面开始，各圆盘均以下端接 触 地 面

的点为转轴，完全落地后可认为倾斜角度约等于

落地瞬间整体的倾角，各层圆盘在ｘ方向产生的

位移为

ｘｎ１＝－ ｎ－（ ）１２ ｈｓｉｎθ落， （１４）

与地面碰撞后ｘ方向产生位移为

ｘｎ２＝
２ｖｎｘｖｎｙ
ｇ ． （１５）

落地后仅有ｘ轴 方 向 的 运 动，塔 层 间 相 互 锁 定，
受摩擦力作用直到ｖｎｘ＝０，

ｘｎ３＝

ｖ２ｎｘ
２μｇ

，ｎ≥１；

ｖ２ｎｘ
２［Ｎμ０－（Ｎ－１）μ］ｇ

，ｎ＝１
烅

烄

烆
．
（１６）

圆盘之间最终的相对位移为［３］：

ｘｎ＝ｘｎ１＋ｘｎ２＋ｘｎ３． （１７）

１．３．４　塔是否倒塌的判据

显然，当圆盘间相对位移在一定范围内，塔不

会倒 塌；当 相 对 位 移 超 出 某 一 临 界 值 时，塔 会 倒

塌．接下来根据堆塔原理（图６）建立塔是否倒塌

的判断函数［４－８］．

图６　堆塔原理示意图

以Ｎ＝４为例，根据刚体平衡条件可知，最顶

部的圆盘伸出ｘｍａｘ＝Ｒ，接下圆盘３伸 出ｘ′ｍａｘ＝
１
２Ｒ
，再 接 下 来 圆 盘２伸 出ｘ″ｍａｘ＝１３Ｒ

，依 此 类

推，总层 数 为Ｎ，编 号 为 第ｎ层 的 圆 盘 伸 出 的 最

大距离 为ｘｎ＝ １
Ｎ－ｎ＋１Ｒ

，Ｎ 块 圆 盘 顶 层 伸 出：

Ｌｍａｘ＝ １＋１２＋
１
３＋

…＋１（ ）Ｎ Ｒ，即 任 意 一 组 连 续

的圆盘组（ｎ＋１，…，Ｎ）其质心ｘｃＮ－ｎ 的投 影 落 在

编号为ｎ的圆盘半径Ｒ 内．则有：

ｘｃＮ－ｎ－ｘｎ＜Ｒ ， （１８）
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ｘｃＮ－ｎ ＝
∑
Ｎ

ｎ＋１
ｘｉ

Ｎ－ｎ
， （１９）

同时满足这２个条件，塔不会倒塌．
通过以上分析，可以用 Ｍａｔｌａｂ对运动的３个

阶段进行数值模拟，最终将实验结果和数值模拟

结合，得到相关参量和塔稳定性之间的关系．

２　实验探究

２．１　实验器材

器材包括电子天平、定滑轮、鱼线、重物瓶、小
圆珠、不同规格的亚克力圆盘以及不同粗糙程度

的磨砂纸，如图７所示．

（ａ）实验装置　　　　（ｂ）不同规格的亚克力圆盘

图７　实验器材图

２．２　对影响塔稳定性相关参量进行实验探究

根据上述理论分析，设计了一系列控 制 变 量

实验，分别改变圆盘的层数Ｎ、圆盘的半径Ｒ、单

个圆盘的高度ｈ、圆盘与地面间的摩擦因数μ０ 以

及圆盘间的摩擦因数μ，探究影响塔保持直立 的

条件，如图８所示．

图８　相关参量图例

２．２．１　圆盘层数Ｎ 和塔稳定性的关系

采用Ｒ＝１．５ｃｍ，ｈ＝１．５ｃｍ的圆盘 进 行 实

验，其他条件不变，改变圆盘的层数．可以看出随

着塔层数的增加，需要施加悬挂物的临界质量呈

上升趋势．即层数越大，所需悬挂物的质量越大

才能保证塔不倒塌，层数越高的塔越不稳定．在

实验中还发现，当Ｎ＝７时，所需悬挂物的临界质

量会骤然增加，这是由于层数的增大，圆盘间的相

互影响会导致更大的不稳定性．
图９（ｂ）中 绿 线 为 Ｍａｔｌａｂ模 拟 的 结 果，取

０．０１为步长，通过数值计算得到临界的质量，与实

验进行对比，可以看出模拟和实验结果符合得很

好．而对于任意一组控制变量实验，使用的悬挂

物的质量最小为１．５ｇ，通过不断增加悬挂物的质

量来寻找能够使塔不倒的临界质量．

（ａ）实验结果图

（ｂ）模拟和实验对比图

图９　圆盘层数和塔稳定性关系

２．２．２　圆盘的半径Ｒ和塔稳定性的关系

采用层数为４层，ｈ＝１．５ｃｍ的圆盘 进 行 实

验，其他条件不变，改变圆盘的半 径Ｒ，实 验 曲 线

如图１０所示．实验发现，当圆盘半径在一定范围

内时，圆盘的半径越大，需要施加悬挂物的临界质

量呈下降趋势，即半径越大塔越稳定；但当半径超

过某一临界值时，抽出底层圆盘的位移变大，抽出

时间也会越长，需要施加悬挂物的临界质量呈上

升趋势，塔越难以保持直立，稳定性越差．也就是

说圆盘存在最优半径，模拟结果显示其最优值为

２．１５ｃｍ．当半径超过最优值时，其余圆盘与底部

４４ 　　　　　　　　　 物　理　实　验 第４１卷



圆盘的的接触时间增加，其获得的角速度与倾斜

角度增大，塔难以保持直立．

图１０　圆盘半径和塔稳定性关系的模拟和实验对比图

２．２．３　单个圆盘高度ｈ和塔稳定性的关系

采用层数为４层，Ｒ＝１．５ｃｍ的圆盘进行实

验，其他条件不 变，改 变 圆 盘 的 高 度ｈ，实 验 图 像

如图１１所示．可以看出随着单个圆盘高度的增

加，需要施加悬挂物的临界质量呈上升趋势．即

单个圆盘高度越高的塔越不稳定．从定性的角度

分析，塔重心越高越不稳定，因此需要更大的临界

质量来缩减对其余圆盘的影响时间．

图１１　单个圆盘高度和塔稳定性关系的

模拟和实验对比图

２．２．４　圆盘与地面间的摩擦因数μ０ 和塔稳定性

的关系

控制其余变量不变，仅改变圆盘与地 面 接 触

面的摩擦因数μ０，实验图像如图１２所示．发现圆

盘与地面间的摩擦因数μ０ 越小，所需施加悬挂物

的临界值量就越小，塔稳定性越好．从这一实验

看，地面的摩擦因数对塔产生的是负影响．由于

摩擦力的增大，为了控制抽取时间，所需的临界质

量也会相应增大．
２．２．５　圆盘间的摩擦因数μ和塔稳定性的关系

控制其余变量不变，仅改变上层圆盘 间 的 摩

擦因数μ，实验图像如图１３所示．可以发现，在一

定范围内时，圆盘间的摩擦因数越大，需要施加悬

挂物的临界质量呈下降趋势；当摩擦因数超过某

一临界值时，需要施加悬挂物的临界质量又会增

加．考虑到摩擦因数较小，导致在第三阶段塔层

间相互锁定时，ｖｎｘ需要较长时间才能减为０，圆盘

间的相对位移反而超过堆塔原理所要求的临界距

离，导致塔更加难以保持不倒．

图１２　圆盘和地面间摩擦因数和塔稳定性关系的

模拟和实验对比图

图１３　圆盘间摩擦因数和塔稳定性关系的

模拟和实验对比图

３　实验结论

从实验可以得出，塔保持不倒的原因 是 用 突

然的水平力抽取底层圆盘后，导致塔身各个圆盘

之间产生相对位移，当相对位移处在堆塔原理限

制的塔层间最大伸出距离以内，塔可以保持直立．
采用模拟与实验相结合的方法，从影 响 塔 的

稳定性的因素出发，探究了塔的保持直立的条件，
得到主要结论如下：

１）不利的影响因素有塔的层数、单个圆盘的

高度、圆盘与地面的摩擦因数．塔的层数越大、圆
盘的高度越高、圆盘与地面的摩擦因数越大，塔越
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不稳定；

２）圆盘的半径对于塔保持直立的影响存在最

优的值，这时塔的稳定性最好；

３）圆盘间的摩擦因数对于塔保持直立的影响

也不是单一的，在一定范围内时，圆盘间的摩擦因

数越大，塔的稳定性越好，当超过某一临界值时，
塔越不稳定．

４　总结与反思

本文对一个典型的力学问题进行探 究，通 过

给底层圆盘施加突然的水平力这一外在客观表现

来观察塔自身的稳定性情况，基本思想是从预实

验中塔的整体运动规律出发→分解各个阶段的运

动过程→得出最终状态圆盘之间横向位移的关系

→通过判断函数得出塔是否能保持直立→正式实

验进行验证．实验采用的描述方法如图１４所示．

图１４　实验描述方法

　　本文在实验理论上进行了一定的简化，在此

仅给出了主要影响参量的实验结果，而对于其他

的影响因素，如碰撞系数等，因实验表面所用材质

相同而近似认为碰撞系数不变，在该实验中作为

无关变量进行控制．
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