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一类摩擦振子现象的研究
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　　摘　要：从理论和实验两方面研究了第３３届国际青 年 物 理 学 家 锦 标 赛 中 的 摩 擦 振 子 问 题．建 立 了 物 理 模 型，并 通

过对摩擦振子系统做受力分析，得到摩擦振子的运动状态 微 分 方 程．搭 建 实 验 系 统，观 测 摩 擦 振 子 的 质 心 变 化，实 验 结

果与理论分析基本一致．在理论分析的结果基础上，采用控制变量法，仿真模拟各参量对摩擦振子运动状态的影响．研

究结果表明，摩擦振子系统中物体的质量、圆柱之间的距离及其旋转角速度、圆柱与物体的摩擦因 数 等 参 量 均 会 对 摩 擦

振子的运动状态（周期、振幅等）产生影响，但空气阻力对运动状态的影响不明显．
关键词：摩擦振子；摩擦因数；周期；振幅；ＩＹＰＴ
中图分类号：Ｏ３１３．５　　　　文献标识码：Ａ　　　ＤＯＩ：１０．１９６５５／ｊ．ｃｎｋｉ．１００５－４６４２．２０２１．０５．００５

　　摩擦振子（Ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ）的研究是第３３
届ＩＹＰＴ的竞赛题目之一，具体内容为：１个大块

的物体被放置在２个相同的平行水平圆柱体上．
２个圆柱以 相 同 的 角 速 度 旋 转，但 方 向 相 反．题

目要求研究物体在圆柱体上的运动如何依赖于相

关参量［１］．
与摩擦振子相关的研究已有报道．李鑫等通

过Ａｌｇｏｄｏｏ仿 真 软 件 探 究 了 摩 擦 振 子 的 运 动 规

律，运用理论分析和模拟验证，得到了运动所依赖

的参量与轮轴间距、摩擦因数及初始位置有关的

结论［２］，但没有 对 理 论 结 果 进 行 实 验 验 证．袁 路

奇研究了 摩 擦 振 子 系 统 中 摩 擦 力 产 生 的 不 同 方

式，得到了摩擦振子在振动中摩擦因数不停变化

的结论［３］．秦琅研究了一类非线性摩擦振子的周

期运动，得到系统随参量改变具有不同类型周期

运动的结论［４］．杨绍普等研究了存在黏性阻尼时

摩擦振子的运动状态，给出了纯滑动的精确解，并
得到振动幅值的解析表达式［５］．本文对ＩＹＰＴ赛

题要求的摩擦振子现象进行理论和实验研究．通

过建立模型并做受力分析，得出了摩擦振子运动

的状态方程，通过实验研究证明了理论分析的正

确性，仿真模拟了各参量对摩擦振子的运动状态

的影响．

１　理论分析

如图１所示，假 设 一 密 度 均 匀、质 量 为ｍ 的

长方体，放置于中心距离为Ｓ的２个直径均为Ｄ
的圆柱上．当２个圆柱分别以顺 －逆或者逆－顺时

针且以相同的角速度ω 旋转时，长方体形成一类

摩擦振子．为了详细分析摩擦振子的运动情况，
建立图１所 示 的 直 角 坐 标 系，ＯＣ 表 示 长 方 体 的

质心．

图１　摩擦振子模型示意图



１．１　圆柱１和圆柱２分别按照顺 －逆时针旋转

当２个圆柱体以一定角速度ω旋转时，上方

的长方体将做ｘ方向的运动．假设在某时刻ｔ，长
方体的质心ＯＣ 偏离坐标原点的距离为ｘ，如图２
所示．此时，在竖直方向上，长方体将分别受两圆

柱所给 支 持 力 Ｎ１，Ｎ２ 以 及 重 力ｍｇ．运 动 过 程

中，长方体还将受到ｘ方向的空气阻力ｆ，以及圆

柱体给的摩擦力ｆＮ＝ｆ１＋ｆ２．

图２　长方体运动过程中某一时刻的受力分析图

分别将圆柱１、圆柱２作为长方体的支点，则

在长方体不倾倒（即长方体不倾斜脱离圆柱体）的
情况下，根据力矩平衡，可得：

Ｎ１Ｓ＝ｍｇ Ｓ
２－（ ）ｘ ， （１ａ）

Ｎ２Ｓ＝ｍｇ Ｓ
２＋（ ）ｘ ． （１ｂ）

在水平方向上，由牛顿第二定律可得出长方体的

运动方程为

ｆＮ＋ｆ＝ｍｄ
２　ｘ
ｄｔ２．

（２）

长方 体 在 运 动 过 程 中 受 到 的 空 气 阻 力ｆ与 速 度

的平方成线性关系［６］，因此有

ｆ＝－η
ｄｘ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ
， （３）

其中，η＝ＣρＡ／２，Ｃ为垂直平面体空气阻力系数，

ρ为空气密度，Ａ为长方体迎风横截面积．
对本文的模型来说，木板在往复运动 中 速 度

不断变化，２个圆柱相对匀速转动，不会发生无滑

滚动的情况，同时不考虑形变所致的滚动摩擦，即
只考虑滑动摩擦［７］，则

ｆＮ＝ｆ１＋ｆ２＝μ１Ｎ１＋（－μ２Ｎ２）， （４）
其中，μ为滑动摩擦因数．

下面详细分析摩擦振子中长方体受到的滑动

摩擦力ｆＮ．一般情况下，可认为滑动摩擦因数μ
是常量，但本文中滑动摩擦力是驱动长方体运动

的关键量，且在实际情况下，滑动摩擦因数由于相

对速度等的变化而改变，最终导致其具体表达式

较为复杂．受参考文献［８］的启发，假设长方体滑

动摩擦因数与相对速度ｕ之间具有线性关系：

μ＝ａ＋ｂｕ， （５）
其中ａ和ｂ为与物体表面性质有关的常量．

在如图２所示的模型中，长方体和圆柱１、圆

柱２之间的相 对 运 动 速 度ｕ１ 和ｕ２ 可 分 别 写 为：

ｕ１＝ｖｒ－ｄｘｄｔ
，ｕ２＝ｖｒ＋ｄｘｄｔ．

其中，ｖｒ＝ωＤ２
为圆柱外

围的线速度，ｄｘ
ｄｔ

为 长 方 体 在ｔ时 刻 的 速 度．根 据

以上分析，则 长 方 体 所 受 的 滑 动 摩 擦 力ｆＮ 可 以

写为

　　ｆＮ＝μ１Ｎ１－μ２Ｎ２＝

－２ｍｇＳ
（ａ＋ｂｖｒ）ｘ－ｂｍｇｄｘｄｔ．

（６）

分别将（３）和（６）式 代 入（２）式，得 到 圆 柱１、
圆柱２分别按照顺 －逆时针旋转情况下，长方体的

运动状态方程为

ｄ２　ｘ
ｄｔ２＋ｂｇ

ｄｘ
ｄｔ＋

η
ｍ
ｄｘ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ ＋ｇＳ

（２ａ＋２ｂｖｒ）ｘ＝０．

（７）

１．２　圆柱１和圆柱２分别按照逆 －顺时针旋转

此情形下长方体的运动过程与１．１情况不同

之处只有摩擦力的方向发生改变，因此１．１情况

中的（１）和（２）式 以 及 长 方 体 所 受 到 的 空 气 阻 力

（３）式在此情况下仍适用．
当圆柱１和圆柱２分别按照 逆 －顺 时 针 旋 转

时，长方体受到的滑动摩擦力ｆＮ 表达式为

　　ｆＮ＝－μ１Ｎ１＋μ２Ｎ２＝
２ｍｇ
Ｓ
（ａ＋ｂｖｒ）ｘ＋ｂｍｇｄｘｄｔ．

（８）

分别将（３）和（８）式代入（２）式，可得到当圆柱１和

圆柱２分别按照逆 －顺时针旋转时，长方体的运动

方程为

ｄ２　ｘ
ｄｔ２－ｂｇ

ｄｘ
ｄｔ＋

η
ｍ
ｄｘ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ －ｇＳ

（２ａ＋２ｂｖｒ）ｘ＝０．

（９）

２　实验探究

实验使用２个直径Ｄ＝７．４３ｃｍ的 圆 柱，以

及长度ｌ＝４５．２３ｃｍ、宽度ｗ＝２．０４ｃｍ、厚度ｄ＝
１．５３ｃｍ的长方体木条，组成摩擦振子系统．
２．１　测量圆柱与长方体之间的滑动摩擦因数

如图３所示，将两圆柱靠近并固定在 一 直 线
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上，并用胶带固定圆柱使其无法转动．再调节该

直线与水平方 向 呈 一 定 的 角 度θ，使 长 方 体 在 圆

柱上面自由滑落．

图３　测量滑动摩擦因数实验装置图

取木块运动的方向为ｚ轴正向，根据 简 单 的

受力分析，可得到长方体下落的加速度为

ｄ２ｚ
ｄｔ２＝ｇｓｉｎθ－μｇｃｏｓθ．

（１０）

由于圆柱被固定无法旋转，因此圆柱与长方体的

相对速 度 即 为 长 方 体 自 身 的 速 度，即ｕ＝ｄｚ／ｄｔ，
结合（５）和（１０）式，得出：

ｄ２ｚ
ｄｔ２＝ｇｓｉｎθ－ ａ＋ｂ

ｄｚ
ｄ（ ）ｔｇｃｏｓθ． （１１）

实验中，设置θ＝３０°，将长方体下落的过程拍

摄视频，并利用Ｔｒａｃｋｅｒ软件逐帧分析视频，得到

长方体质心随时间变化数据．使用 Ｍａｔｌａｂ软件，
利用（１１）式对实验数据进行拟合，如图４所示，证
明了（５）式假设的正确性．同时，通过拟合实验数

据，得到（５）式中与物体表面性质有关的常数值分

别为ａ＝０．２６６，ｂ＝－０．００９．

图４　下落过程中长方体质心的变化

２．２　分析实验条件下的空气阻力系数相关常量η
垂直平面体空气阻力系数可认为Ｃ≈１．０［９］，

空气密度为ρ≈１．３ｋｇ／ｍ
３，长 方 体 迎 风 面 积 为

Ａ＝ｗｄ＝３．１２ｃｍ２．根据以上数据，计算得出η≈
０．０００　２０．
２．３　圆柱１和圆柱２分别按不同方式旋转摩擦

振子的质心变化

实验装置如图５所示，用绳索反向连 接 两 圆

柱，使两圆柱获得大小相等方向相反的角速度，用
电机控制圆柱体的转速．质量ｍ＝１６．４ｇ的长方

体放置于间距Ｓ＝３０．００ｃｍ的两圆柱上，并设置

圆柱体以ω＝６６．０ｒ／ｍｉｎ旋 转，从 而 驱 使 长 方 体

运 动．此 时，圆 柱 外 围 线 速 度 为ｖｒ＝ωＤ／２＝
０．２５７ｍ／ｓ．

图５　摩擦振子实验装置示意图

对于圆柱１和 圆 柱２分 别 按 照 顺－逆 时 针 旋

转的情况，将长方体放置在两圆柱上，令ｘ｜ｔ＝０＝
４．００ｃｍ，使圆柱开始旋转．通过Ｔｒａｃｋｅｒ软件测

量长方体质心随时间的变化情况，实验结果如图

６所示．实线 是 将 上 述 各 参 量 代 入（７）式 后 得 到

的理论曲线．

图６　顺－逆时针旋转ｍ＝１６．４ｇ时摩擦振子的质心变化

从图６中可以看出，长方体的运动轨 迹 近 似

为余弦曲线，但实际振幅在缓慢增大，即摩擦振子
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做振幅变化的往复振动．从图６也可以看出，实

验数据与理论分析得到的曲线基本吻合，证明了

（７）式的正确性．
为了进一步证明上述理论分析的正 确 性，保

持 其 他 实 验 参 量 不 变，仅 改 变 长 方 体 的 质 量 为

ｍ＝２１．３ｇ，重复上述实验．图７显示实验结果和

理论曲线基本一致．

图７　顺－逆时针旋转ｍ＝２１．３ｇ时摩擦振子的质心变化

　　选用ｍ＝１６．４ｇ的长方体作为摩擦振子，在

ｘ｜ｔ＝０＝１．００ｃｍ时，设 置 圆 柱 以ω＝６６．０ｒ／ｍｉｎ
开始旋转．通过Ｔｒａｃｋｅｒ软件得到摩擦振子的质

心随时间变化情况，结果如图８所示，实线是将上

述已知参量代入（９）式后得到的理论曲线．从图８
中可以看出，实验数据与理论曲线吻合度较高，进
一步证明了理论分析的正确性．

图８　逆－顺时针旋转ｍ＝１６．４ｇ时摩擦振子的质心变化

同时，从图８中也可以看出，在圆 柱１和 圆

柱２分别按照逆－顺时针旋转情况下，由于长方体

运动过程中将不断远离两圆柱轴心位置，最终脱

离圆柱系统，此时不存在振动现象．本文重点研

究的是摩擦振子现象，所以圆柱１和圆柱２分别

按照逆－顺时针旋转这种情况将不再分析．

３　仿真模拟

上述实验结果已经证明了理论分析（７）式和

（９）式的正确性．当 摩 擦 振 子 系 统 中 某 些 参 量 变

化时，长方体的运动状态也将随之改变．受到当

前实验条件的限制，采用控制变量法，基于理论结

果对摩擦振子现象进行仿真模拟．
３．１　两圆柱轴线距离Ｓ发生变化时，摩擦振子的

运动情况

参量Ｓ主 要 通 过 对 长 方 体 所 受 支 持 力 产 生

影响，从而对滑动摩擦产生影响．当ｍ＝１６．４ｇ，
其他参量的设置与上述实验相同，在圆柱１和圆

柱２分别按照顺－逆时针旋转的情况下，将初始条

件设置为 ｄｘ
ｄｔ ｔ＝０

＝０和ｘ｜ｔ＝０＝４．００ｃｍ，对（７）

式进行求解，得到Ｓ取不同值时摩擦振子的运动

曲线如图９所示．

图９　Ｓ取不同值摩擦振子的质心变化

从图９中可以看出，两圆柱轴间距Ｓ越大，则
摩擦振子往复运动的周期就越大．同时，随着运

动时间 的 增 加，两 圆 柱 间 距Ｓ越 大，摩 擦 振 子 运

动的振幅也越大．
３．２　长方体在具有不同滑动摩擦因数μ时的运

动情况

由于μ中 含 有ａ和ｂ参 量，因 此 分 析ａ和ｂ
单独变化时摩擦振子的运动情况．

选取ｍ＝１６．４ｇ，Ｓ＝３０．００ｃｍ，ｂ＝－０．００９，
其他参量与上述实验研究时数值保持一致，当初

始条件为 ｄｘ
ｄｔ ｔ＝０

＝０，ｘ｜ｔ＝０＝４．００ｃｍ时，摩 擦

振子的运动结果如图１０所示．从图１０中可以看

出，ａ值越大，摩擦振子往复运动的周期就越小．
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图１０　ａ取不同值摩擦振子的质心变化

在相同实验 参 量 条 件 下，当 固 定ａ＝０．２６６，
仅改变ｂ值时，根据（７）式可得到摩擦振子运动曲

线如图１１所示．由图１１可以看出，ｂ值并不会影

响摩擦振子运动的周期．当ｂ＞０时，随着运动时

间的增加，摩擦振子运动的振幅将迅速减少；当ｂ
＜０时，随着运动时间的增加，摩擦振子运动的振

幅将迅速增大；当ｂ＝０时，随着运动时间的增加，
摩擦振子运动的振幅在短时间内基本保持不变，
可认为长方体近似做简谐运动．但是，即使ｂ＝０，
随着运动时间的增加，实际上摩擦振子往复运动

的振幅也将减小，仿真结果如图１２所示．这是由

于空气阻力的存在，对摩擦振子运动造成了阻尼

所致．

图１１　ｂ取不同值摩擦振子的质心变化

图１２　ｂ＝０时，摩擦振子长时间运动质心的振幅变化

３．３　空气阻力系数η对摩擦振子运动的影响

保持上述各实验参量不变，仅改变（７）式中η
的取值，摩擦振子的运动情况如图１３所示．从图

１３可以看出，空气阻力系数η的改变基本不影响

摩擦振子的运动状态，即一般条件下的空气阻力

对长方体运动的影响极其微小．

图１３　η取不同值时摩擦振子的质心变化

３．４　当圆柱外围线速度ｖｒ 变化时摩擦振子的运动

保持 上 述 各 实 验 参 量 不 变，仅 改 变（７）式 中

ｖｒ 的取值（即改变圆柱体运动的角速度ω），摩 擦

振子的运动情况如图１４所示．

图１４　ｖｒ 取不同值时摩擦振子的质心变化

从图１４可 以 看 出，ｖｒ 的 微 小 变 化 对 摩 擦 振

子运动的影响较小．但随着ｖｒ 的大幅度增加，摩

擦振子质心运动的周期将稍变长，且随着运动时

间的增加，摩擦振子质心的运动振幅也将增大．
　　说明：本文的理论模型，假设长方体只在水平

方向上运动，但在实际运动过程中，长方体在竖直

方向有微小幅度的振动，这会导致其受到的支持

力产生变化，进而造成实验结果和理论结果的微

小偏差．此外，实验数据通过Ｔｒａｃｋｅｒ软件获得，
软件分析的精确度也会导致实验数据与理论分析

之间存在偏差．
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４　结束语

对第３３届ＩＹＰＴ赛题中摩擦振子进行了理

论和实验的研究．建立了摩擦振子的运动模型，
通过对摩擦振子的受力和运动状态分析，从理论

上得出了当圆柱体分别按照顺－逆时针和逆－顺时

针旋转时，摩擦振子的运动状态微分方程．实验

搭建了摩擦振子系统，并对理论分析结果进行了

实验研究，实验结果和理论分析基本一致．
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