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三面骰子的动力学分析和几何特性

范祥彬，卢奕合，刘逍娜，王铁成
（山西大学 物理电子工程学院，山西 太原０３０００６）

　　摘　要：以２０２２年ＣＵＰＴ第７题“三面骰子”为选题，探究了骰子落下时立在侧面、正面与反面的概率相同时，骰子

的几何特征和物理性质．提出了多种模型，并通过实验来验证所设计的模型．考虑了投掷方式、反弹特性、接触面材质等

多种因素对骰子概率的影响，最终确定了三面骰子立在侧面、正面与反面概率相同的形状及投掷规则．
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　　２０２２年ＣＵＰＴ第７题：硬币落地时侧面站立

的情况十分罕见．为了使圆柱形骰子落下时立在

侧面、正面与反面概率相同，应该具有怎样的物理

性质和几何特征？

目前已经有研究者对三面骰子的问题展开过

详细的描述［１］，但是仍然存在一些细节没有得到

解答．例如，在投掷三面骰子时，如果给予它水平

方向的速度，侧面出现的概率会发生什么变化？

三面骰子反复弹跳是否会有不同的结果？基于以

上问题，本文进行了相关研究和讨论．

首先，把硬币定义为圆柱体，当它充分翻转落

地时，虽然侧面出现的概率极小，但却不能忽略其

可能性．硬币除了有１个平移自由度外，还有２

个旋状自由度，但是在实际情况下，由于硬币的对

称性（侧面高度趋于零），平移自由度作用并不明

显，因此可以认为理想硬币落在正面或者反面的

概率近似为１／２，但是一旦改变其侧面的厚度，立

在侧面的概率就会改变，正面或者反面的概率将

不再是１／２．

对于硬币、正方体骰子和陀螺骰子而言，立在

不同面的概率可以通过物体的对称性来预测．但

当物体不再具有精确的对称性时，立在不同面的

概率就不可能只受几何特征的影响，还需要考虑

弹跳的影响．

１　三面骰子的定义

三面骰子的立体图及截面图如图１所示，设

圆柱半径犚与高度犺的比为

η＝
犚
犺
， （１）

（ａ）立体图

（ｂ）截面图

图１　圆柱体立体图和截面图



则内角为

β＝２ａｒｃｔａｎ（２η）， （２）

α＝２ａｒｃｔａｎ
１

２（ ）η ． （３）

２　骰子的投掷方式

研究者们大都假设三面骰子竖直下落，而不

具有水平方向的速度，下面给出简单的理论解释．

根据最小作用量原理，每个力学系统都可以

表征为确定函数犔（狇１，狇２，…，狇狊；狇１，狇２，…，狇狊；狋）

或者犔（狇，狇，狋）．

假设在狋＝狋１ 和狋＝狋２ 时刻，系统的位置由２

组坐标狇
（１）和狇

（２）确定，则系统在这２个位置之间

的运动积分

犛＝∫
狋
２

狋
１

犔（狇，狇，狋）ｄ狋 （４）

取最小值，其中狇和狇均是狋和η（无穷小参量）的

函数．

为使犛最小，则需满足
犛

η
＝０，而

犛

η
＝∫

狋
２

狋
１

犔

狇
－
ｄ

ｄ狋
犔

（ ）狇 狇ηｄ狋， （５）

故

犔

狇
－
ｄ

ｄ狋
犔

狇
＝０． （６）

函数犔为给定系统的拉格朗日函数或拉格

朗日量，积分犛为作用量．

当仅考虑三面骰子落地时的状态（落地前的

运动行为不考虑），假设骰子在地面沿直线滚动．

现以三面骰子向前滚动时的２种极端的运动方式

为例，即侧面滚动和正反面轮流翻滚（图２）．利用

式（１）求出这２种运动方式的η值，其他运动方式

的η值介于这两者之间．

（ａ）侧面滚动　　　　　（ｂ）正反面轮流翻滚

图２　骰子落地时运动的２种极限情况

２．１　侧面滚动

为简单起见，设三面骰子落地时的运动方向

为狓正方向，质心速度为狓，地面为零势能面，并

且光滑．因为给骰子提供了初始的转动动量，因

此它将保持自身的运动状态无限滚动［２］．在纯滚

动条件下，骰子的滚动速度为狏＝ω狉，此时骰子侧

面着地，重心始终在同一水平线，因此势能犞 不

变（势能只与空间位置有关，而与速度和时间无

关），动能项包括平动动能和转动动能，表示为

犜＝
１

２
犿狓２＋

１

２
犑ω

２， （７）

犑＝
１

２
犿犚２， （８）

拉格朗日量

犔＝犜－犞＝
３

４
犿狓２－犞， （９）

根据拉格朗日方程，则有

犔

狓
－
ｄ

ｄ狋
犔

狓
＝－
犞

狓
－
３

２
犿̈狓＝０， （１０）

由于犞 为常量，故
犞

狓
＝０．上式可以化简为

狓̈＝０， （１１）

积分可得

狓＝犆１狋＋犆２． （１２）

２．２　正反面轮流翻滚

如图２（ｂ）所示，骰子势能犞 不再是常量，并

其转动惯量为

犑＝
犿
１２
（３犚２＋犺２）， （１３）

故动能可表示为

犜＝
５

８
犿狓２＋

犿
２４

犺
（ ）犚

２

狓２， （１４）

拉格朗日量为

犔＝
５

８
犿狓２＋

犿
２４

犺
（ ）犚

２

狓２－犞， （１５）

根据拉格朗日方程可得：

５

４
犿＋

犿
１２

犺
（ ）犚［ ］

２

狓̈＝－
犞

狓
， （１６）

根据犉＝－
犞

狓
，式（１６）可改写为

犕̈狓－犉＝０， （１７）

其中犕＝
５

４
犿＋

犿
１２

犺
（ ）犚

２

．对式（１７）积分得

狓－
犉ｄτｄ狋

犕
＝犆３狋＋犆４． （１８）

对比图２（ａ）和图２（ｂ），可以看到在图２（ｂ）

情况下，骰子会受到额外的耗散力影响，因此图２
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（ａ）消耗能量较少，图２（ｂ）消耗能量较多，其他运

动状态则介于二者之间．由于圆形物体滚动时，

其重心高度相对于地面接触点不变，滚动时不需

要克服重力做功，处于能量最低态，是最稳定的运

动方式．因此骰子总是趋向于侧面着地．

在现实情况中，首先骰子会受到地面的影响，

使得骰子滚动时的轨迹为曲线，但曲线轨迹并不

会影响结论；其次，滚动摩擦力比最大静摩擦力小

得多，侧面滚动主要受到滚动摩擦，正反面翻滚主

要受到最大静摩擦，即前者相比后者更能保证运

动最大量，可以很大程度上减小克服摩擦力做功．

因此，即使考虑摩擦影响，骰子也是趋向侧面滚动

状态．所以可得出以下结论：三面骰子如果具有

水平方向的初速度，骰子总是趋向于侧面着地向

前滚动．性质会影响骰子立地概率的公平性，从

而导致实验结果与实际情况不符．

那么，是否可以得出具有一定厚度的三面骰

子都是趋向于侧面着地的结论呢？对此，对不同

尺寸的三面骰子的着地情况进行统计，结果如表

１所示．

表１　不同尺寸的三面骰子着地的情况

２η
着地次数

正面 反面 侧面

１∶１ ３ ２ ６０

２．８３∶１ １３ １３ ４０

实验采用的骰子直径２犚＝２．５００ｃｍ，犺＝

０．８３３ｃｍ，如若不给初速度，正常投掷，大都会认

为骰子正反面着地的可能性大，然而表１却是侧

面落地的次数多，表明骰子向前投掷会增加侧面

着地的概率，与理论猜想相同．

同样利用硬币进行翻滚实验时，大多数情况

下也都是侧面向前滚动的情况，但由于硬币的侧

面尺度很小，立地条件不足，容易受到外界扰动的

影响，所以不论怎么抛掷都不会影响公平性．

如果地面光滑，采用向前抛掷的方法，硬币便

不会受到外界扰动，将保持自身的惯性，从而有可

能出现侧面立地的情况．因此，在投掷圆柱形骰

子时，尽量保持骰子在水平方向无初速度．

３　三面骰子实验设计

图３所示骰子是以 ＡＢＳ材质为原材料的实

心圆棒，利用游标卡尺测量长度，通过手工锯和锉

刀切割磨皮，虽以上制作方法存在较大误差（手工

切割所带来的正反两面的不对称），但由于目前只

是验证模型，即只需证明侧面出现的概率接近

１／３，因此可以忽略误差带来的影响．骰子直径固

定２．５００ｃｍ，制作不同高度的骰子，实验时１次

性投掷５个相同高度的骰子，多个数据点可以避

免单一骰子带来的固有偏差［３］．

图３　手工骰子

第２章已证明三面骰子水平方向不应具有初

速度，为了避免这种情况，设计了如图４所示的投

掷装置．

将骰子从宽口丢下，让骰子充分旋转，在骰子

接近窄口时，由于路口变窄，骰子剧烈震荡，骰子

的转动动能部分损失，并转化为竖直向下的动能，

这样就满足了第２章中论述的限制条件．改变投

掷装置的高度，可改变骰子的弹跳情况．投掷装

置采用５Ｌ矿泉水桶裁去桶底部分制作．

当三面骰子竖直落地时，由于边缘落地带来

的反弹，能量在竖直方向可能无法抵消，从而让骰

子具有水平方向的动能（在同一竖直线反复弹跳

的结果不太可能出现），那么当出现该情况时，需

要舍弃该结果并重新投掷．此外，设计骰子分别

在水泥和ＰＶＣ材质的接触面上着地．

图４　投掷装置示意图

４　三面骰子模型

在完全不考虑反弹的情况下提出了３种三面

０４ 　　　　　　　　　 物　理　实　验 第４２卷
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骰子的模型，出发角度各不相同，得出的结果也有

差异．为了验证前文内容，设置了３种实验环境：

在无初速度时水泥面和ＰＶＣ面着地，以及有初速

度时，骰子在水泥面着地的情况．

设侧面出现的概率为犘Ｓ，由于三面骰子只有

侧面、正面和反面３种可能，所以侧面出现的概率

应为犘Ｓ＝
１

３
．

４．１　圆柱体表面积模型

通过借鉴标准正方体骰子出现等概率性的特

性，猜想表面积可能是影响因素之一，于是得出：

犘Ｓ＝
２π犚犺

２π犚
２＋２π犚犺

＝ η
１＋η

＝
１

３
， （１９）

可得η＝
犚
犺
＝
１

２
．实验验证结果如表２所示．

表２　圆柱体表面积模型骰子着地情况

接触面 初速
着地次数

正面 反面 侧面

水泥 无 １６ １４ １１５

ＰＶＣ 无 １４ １１ １２５

水泥 有 ２３ ２７ ５０５

表２显示侧面出现的次数远大于正面和反

面，说明了单纯利用表面积探究骰子模型行不通．

并且从上述数据可以得出粗略的范围η＞
１

２
．

４．２　立体角模型

假设硬币３面着地的概率相等，则η＝槡２，以

此建立立体角模型［４］如图５所示．

设球冠的表面积为犃，利用微元法求解．在

球冠上取细小的圆环，半径为狉，弧长为ｄ犾＝犚ｄθ，

于是面积为

ｄ犃＝２π狉ｄ犾＝２π狉犚ｄθ， （２０）

犃＝∫ｄ犃＝∫
π
２

θ
２π狉犚ｄθ， （２１）

因狉＝犚ｃｏｓθ，则

　犃＝∫
π
２

θ
２π犚

２ｃｏｓθｄθ＝２π犚
２（１－ｓｉｎθ）．（２２）

由图５（ａ）所示的几何关系，可以得到ｓｉｎθ＝

犺
２犚
，则

犃＝２π犚
２ １－

犺
２（ ）犚 ． （２３）

由立体角公式，有

（ａ）立体图

（ｂ）截面图

图５　从球体中截出圆柱

Ω＝
犃

犚２
＝２π１－

犺
２（ ）犚 ， （２４）

为使其平均，应该使得立体角为

Ω＝
１

３
×４π． （２５）

可得犺
犚
＝
２

３
．注意，此处的犚与模型１和２中的

不同，它是指球的半径，狉才是需要的量，又由图５

（ｂ）可以得到：

狉＝ 犚２－
犺
（ ）２槡

２

＝槡２犺， （２６）

故η＝
狉
犺
＝槡２，通过实验可以得到表３数据．

表３　立体角模型骰子下落情况

接触面 初速
着地次数

正面 反面 侧面

水泥 无 ２３１ ２００ ９１

ＰＶＣ 无 ２１４ １８２ １０５

水泥 有 １５２ １６３ ３１５

由表３中数据得：水泥接触面时骰子的正面

概率犘Ａ＝０．４４３，反面概率犘Ｂ＝０．３８３，侧面概率
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ＰＳ＝０．１７４；ＰＶＣ接触面时骰子的正面概率犘Ａ＝

０．４２７，反面概率 犘Ｂ＝０．３６３，侧面概率 犘Ｓ＝

０．２１０．很明显，侧面概率与理想值０．３３３有较大

偏差．故冯诺依曼假设仅在数学模型上合理，但

与实验结果不符．

４．３　重心模型

图６为三面骰子落地时与接触面接触时的一

种状态，重心线的偏向决定了三面骰子倒地的结

果［５］，θ为重心线与狓 轴的夹角，犗犎 为重心线，

决定骰子的偏向．

图６　圆柱骰子截面图

由图６可知角度θ与α和β有如下关系：当

α
２
＜θ＜β＋

α
２
时，正面着地；当－

α
２
＜θ＜

α
２
或者

π－
α
２
＜θ＜π＋

α
２
时，侧面着地；当π＋

α
２
＜θ＜

２π－
α
２
时，反面着地．所以，为使三面着地概率相

等，则需要满足２α
２π
＝
α
π
＝
１

３
，可得η＝

犚
犺
＝
槡３
２
．通

过实验可以得到如表４所示数据．

表４　重心模型下骰子下落情况

接触面 初速
着地次数

正面 反面 侧面

水泥 无 １７１ １６４ １７５

ＰＶＣ 无 １６５ １８１ １６９

水泥 有 １０４ ８０ ３４５

由表４中数据可得：接触面为水泥且无初速

的条件下，骰子正面概率犘Ａ＝０．３３５，反面概率

犘Ｂ＝０．３２２，侧面概率犘Ｓ＝０．３４３，侧面相对偏差

犈ｒ＝３．０％；接触面为ＰＶＣ且无初速的条件下骰

子正面概率犘Ａ＝０．３２０，反面概率犘Ｂ＝０．３５１，侧

面概率犘Ｓ＝０．３２８，侧面相对偏差犈ｒ＝１．５％．数

据与理论吻合较好．

在不考虑反弹的情况下，模型３的实验结果

与理论最为贴合，说明了当物体不再具有精确的

对称性时，最终结果的概率不能只依赖于物体的

几何特征，还需要考虑骰子的物理特性，通过实验

结果可以得到骰子的粗略范围η＝
犚
犺
＞
１

２
，即直

径犇＞犺．

５　弹跳模型

上文仅考虑了三面骰子落地瞬间便损失全部

动能的情况，现以简单弹跳情况为例进行分析．

假设每次落地损失一部分动能，即三面骰子经过

多次反复弹跳才会停止，并且每次落地弹跳之后

会经过充分旋转，再次落地时方向依旧随机．假

设初始时，三面骰子具有能量犈，第一次与地面碰

撞后能量为γ犈，第狀次碰撞后能量为γ
狀犈（狀＝１，

２，３…），其中γ＜１为衰减系数
［６］．

定义２个能量值犈ＡＢ和犈Ｓ，它们分别表示底

面和侧面的能量势阱，如图７所示．假设底面的

势阱高，即犈Ｓ＞犈ＡＢ（若犈Ｓ＜犈ＡＢ得到的结果一

致），当能量小于某个势阱时，三面骰子将处于稳

定状态，想要逃脱该势阱必须外力做功．

图７　犈Ｓ＞犈ＡＢ情况下对应的能量势阱图

此时落在２个山谷的概率正比于两侧山峰的

间距，则会出现如下情况：

１）假设经过狀次弹跳，能量为犈ＡＢ＜γ
狀犈，

γ
狀＋１犈＜犈ＡＢ，γ犈＜犈Ｓ则最终处于正面的概率为

犘Ａ ＝
２α
２（ ）π

０

β
２π
＋
２α
２（ ）π

１

β
２π
＋
２α
２（ ）π

２

β
２π
＋… ＝

∑
狀－１

狀＝０

２α
２（ ）π

狀

β
２π
． （２７）

该假设还可以表述为：假设前犿 次碰撞，其

能量为γ
犿犈＞犈Ｓ，而犈ＡＢ＜γ

犿＋１犈＜犈Ｓ，则前犿次
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不会落入任何势阱，上文已经假设骰子每次碰撞

后，都会充分旋转之后再落地碰撞，可知前犿 次

的碰撞都充分且随机，因此可不再考虑，直接从第

犿＋１次考虑即可．为了简化起见，假设第一次碰

撞之后的能量都会落入势阱，便不从第犿 次开

始，即γ犈＜犈Ｓ．

２）假设经过狀次碰撞后能量为γ
狀犈＜犈ＡＢ＜

γ
狀－１犈，且γ犈＜犈Ｓ，则最终处于侧面的概率为

犘Ｓ＝
２α
２（ ）π

狀

，狀≥１． （２８）

现考虑式（２７），当狀＝０时，β
２π
＝
１

３
，η＝
槡３
２
；当狀≥

１时，

∑
狀－１

狀＝０

２α
２（ ）π

狀－１

β
２π
＝
１

３
， （２９）

α（ ）π
狀

＝
１

３
， （３０）

η＝
１

２ｔａｎ
π
２（ ）
１

３

１

［ ］
狀

； （３１）

当狀＝１，η＝
槡３
２
＝０．８６６０；当狀＝２，η＝０．３９１２＜

１

２
；当狀＝３，η＝０．２６１４＜

１

２
；当狀→∞，η＝

犚
犺
→

０．此时三面骰子成为细圆柱棒，也就是说侧面出

现的概率犘Ｓ→１．也间接说明了狀≥２的情况确

实不合理．

现考虑式（２８），则

α
π
＝（ ）
１

３

１
狀

， （３２）

η＝
１

２ｔａｎ
π
２（ ）
１

３

１

［ ］
狀

， （３３）

该结果与式（３０）和式（３１）相同．

　　当犈Ｓ＝犈ＡＢ时，对应如图８所示的能量势阱．

骰子经过狀次弹跳后，能量为γ
狀犈＜犈ＡＢ＝犈Ｓ＜

γ
狀－１犈，则三面骰子侧面着地的概率为

犘Ｓ＝
２α
２π
， （３４）

化简得η＝
槡３
２
．

此条件下得到的结果，与前面结果相同，但此

种情况很特殊，等式成立的条件比不等式成立更

加苛刻，因此不易实现．

在本节中，得出结论有：三面骰子不允许多次

弹跳，否则实验结果会出现很大偏差．所以实验

过程中要求三面骰子落地后，动能必须立刻损失

或弹跳１次后减为零，否则将不会出现等概率

事件．

图８　犈Ｓ＝犈ＡＢ情况下对应的能量势阱图

在构造弹跳模型时，没有给出犈 和狉的数

值，因此做了如下假设：

ａ．每次碰撞后的能量衰减参量不变，并且各

个接触点的衰减参量都相同；

ｂ．每次弹跳落地前都经过充分旋转，落地后

再次随机；

ｃ．犈和γ不同取值不会导致其他影响；

ｄ．从始至终只有骰子的竖直方向有动能，且

反弹不会带来方向的偏移．

上面４个假设的约束性较强，使得弹跳模型

局限性较大．根据热力学模型的建立过程可知，

模型的限制越多，模型与实际情况就越可能畸变．

三面骰子不像正方形骰子、异体形骰子，每个面都

有精准的对称性，因此需做出一些条件假设求解

三面骰子模型．

根据本节内容，狀＝０的情况与４．３节相同，

现给出狀＝１，２时的实验数据，如表５～６所示．

表５　狀＝１，η＝
槡３
２
时骰子的下落情况

接触面
着地次数

正面 反面 侧面

水泥 １４４ １５２ １４０

ＰＶＣ １５０ １５７ １４９

表６　狀＝２，η＝０．３９１２时骰子下落情况

接触面
着地次数

正面 反面 侧面

水泥 １１ １２ １４４

ＰＶＣ １３ １７ １３８
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由表５可知：当狀＝１，接触面为水泥时，骰子

的正面概率犘Ａ＝０．３３０，反面概率犘Ｂ＝０．３４９，侧

面概率犘Ｓ＝０．３２１，侧面相对偏差犈ｒ ＝３．６％．

表５数据与理论值０．３３３较为符合，也就是

说圆柱形骰子碰撞０次和１次的效果相差不大．

那么是否可以说在η＝
槡３
２
下，骰子多次反弹后也

相差不大呢？

猜想狀＝０，１情况下，实验结果相差不大的原

因只是由于碰撞１次带来的效果不特别明显，为

了满足骰子只碰撞１次，需要调节高度来实现，在

实验中，这种高度不足以产生特别明显的误差．

圆柱形骰子是不完美对称的，因此碰撞之后会使

骰子的运动方向改变．因此骰子具有水平方向的

初速度，也会导致侧面的概率发生变化．

由图９可以看出，不完美对称的物体反弹以

后，会偏离原来的运动方向，由能量守恒可知，骰

子具有了水平方向的速度，根据第２章内容，骰子

侧面着地的概率将会增加．

（ａ）高度对称球的反弹

（ｂ）圆柱体反弹

图９　高度对称球和圆柱体的反弹情况

通过简单的测试发现，骰子竖直落下，发生弹

跳，侧面着地的次数会大大增加（表７），这样的结

果与第２节的内容相符．所以给出的结论是：实

验过程中，保持狀＝０才最为合理．

表７　发生弹跳后的骰子下落情况

接触面
着地次数

正面 反面 侧面

水泥 ４５ ３６ ７４

由表６可知，狀＝２时，４．１中给的范围η＞
１

２

对碰撞模型同样适用．

综上所述几何和反弹模型共同说明：圆柱形

骰子须无反弹、无水平初速度的投掷才能保证其

等概率着地．

６　标准骰子实验

采用３Ｄ打印技术制作骰子进行实验，如图

１０所示，实验中η＝槡３／２；用Ｐｙｃｈａｒｍ软件模拟，

根据前文内容，得出骰子的下落情况如表８所示．

图１０　３Ｄ打印骰子

表８　标准骰子的下落情况

接触面
着地次数

正面 反面 侧面

水泥 ３３６ ３４０ ３３５

ＰＶＣ ３３４ ３４９ ３３７

接触面为水泥面时，骰子正面概率 犘Ａ ＝

０．３３２，反面概率 犘Ｂ＝０．３３６，侧面概率 犘Ｓ＝

０．３３１，侧面相对偏差犈ｒ＝０．６％．

接触面为 ＰＶＣ面时，骰子正面概率 犘Ａ＝

０．３２７，反面概率 犘Ｂ ＝０．３４２，侧面概率 犘Ｓ ＝

０．３３０，侧面相对偏差犈ｒ＝０．９％．

以上实验结果与理论分析较吻合，因此采取

η＝槡３／２较合理．

利用Ｐｙｃｈａｒｍ软件进行模拟如图１１所示，

模拟投掷次数为１０００次，做了１０次模拟的数据

如表９所示．
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图１１　Ｐｙｃｈａｒｍ软件模拟

　　从实验数据上可以看出，实验结果与理论分

析较吻合，如果需要更接近３３３的数据，可以通过

调节滚动摩擦力来实现．

表９　犘狔犮犺犪狉犿软件模拟投掷情况

投掷
着地次数

正面 反面 侧面

１ ３５５ ３３６ ３０９

２ ３００ ３３７ ３６３

３ ３２９ ３２９ ３４２

４ ３５９ ３３４ ３０７

５ ３１４ ３５６ ３３０

６ ３２３ ３４６ ３３１

７ ３４６ ３０８ ３４６

８ ３５０ ３１３ ３３７

９ ３０７ ３３０ ３６３

１０ ３２７ ３３２ ３４１

７　结　论

本文研究了２０２２年ＣＵＰＴ三面骰子题目，

讨论了４种模型，从不同角度思考都可能使结果

不同，表明当物体不再具有完美的对称性时，最终

的结果不只依靠于模型的几何特征，还需要考虑

骰子的物理性质．通过实验验证理论模型，并从

中找出模型的问题，最后得到使骰子等概率着地

的模型比例为η＝槡３／２．其中，几何和弹跳模型说

明了圆柱形骰子必须无反弹的碰撞才能保证等概

率着地，因此制作圆柱形骰子的材质应为刚体．
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